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Останнім часом активно проводяться дослідження щодо створення нових 

конструкційних матеріалів для енергетичних установок, що володіють 

заданими властивостями. Наприклад, для активної зони атомних реакторів 

нового покоління матеріали повинні мати високу радіаційну стійкість, 

жароміцність, низьку активацію при експлуатації. У цьому випадку 

використовують конструкційні матеріали на основі дисперсно-зміцненої 

оксидами сталі. Збагачені ітрієм, киснем, марганцем, хромом або кремнієм, 

дисперсно-зміцнені оксидами сталі містять досить великі концентрації 

частинок оксиду нанометрового розміру. Ці частинки відіграють вирішальну 

роль у поліпшенні радіаційної стійкості матеріалу та збільшенні міцності 

матеріалу, що обумовлено закріпленням дислокацій. 

Традиційна технологія отримання дисперсно-зміцнених оксидами сталей – 

це порошкова металургія. Однак, вона має недоліки, що стримують її розвиток: 

порівняно висока вартість металевих порошків; необхідність спікання в 

захисній атмосфері, що також збільшує собівартість виробів порошкової 

металургії; достатньо велика кількість процедур підготовки вихідної сировини; 

неможливість виготовлення у деяких випадках заготовок великих розмірів; 

необхідність використання чистих вихідних порошків для отримання чистих 
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металів. У теперішній час, є альтернативний метод отримання дисперсно-

зміцнених оксидами сталей, який позбавлений цих недоліків, а саме – метод 

вакуумно-дугового переплаву сталей, в якому їх нагрів до температури 

плавлення відбувається за рахунок електричної дуги, а в розплав вводиться 

порошок легуючої домішки. Проте основною проблемою цього методу є 

проблема рівномірного розподілу легуючої домішки по об’єму розплаву. 

В дисертаційній роботі запропоновано забезпечити максимальну гомоге-

нізацію легуючої домішки за рахунок її переносу в розплаві сталі внаслідок 

конвективної течії, що має стійку упорядковану структуру. Встановлено, що у 

розплаві металу при вакуумно-дуговому переплаві сталі виникає конвективна 

структура, яка займає весь об’єм розплаву, та у якій спостерігається висхідна 

течія у центрі і спадна – на периферії. Така конвективна структура подібна ві-

докремленим циліндричним конвективним структурам, що спостерігаються в 

горизонтальних шарах в’язкої рідини, що рівномірно підігріваються знизу. 

Аналітичний огляд наукових джерел показав, що при дослідженні природної 

конвекції в нерівномірно нагрітій рідині основна увага приділялася лише повні-

стю сформованим впорядкованим конвективним течіям, наприклад коміркам 

Бенара. Процесам зародження конвективних структур, їх розвитку, переходу з 

одного в інший стан, коли спостерігаються саме відокремлені циліндричні кон-

вективні структури, належну увагу не приділено. Тому в роботі поруч з дослі-

дженнями щодо вдосконалення процесу вакуумно-дугового переплаву сталі, не 

останню увагу приділено дослідженням, спрямованим на визначення закономі-

рностей конвективної течії у горизонтальних шарах рідини. 

Метою роботи є розробка науково-технічних основ використання упоряд-

кованих конвективних структур у технологічному процесі вакуумно-дугового 

переплаву сталі для підвищення гомогенізації легуючої домішки. Об'єктом дос-

лідження є вільно-конвективні процеси у шарах в'язких нестисливих рідин, що 

підігріваються знизу. Предметом дослідження є математичні і фізичні моделі 

опису конвективних процесів у шарі в'язкої нестисливої рідини.  
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Експериментальним шляхом встановлено, що на перехідних (від 

порушення механічної рівноваги внаслідок перевищення сили Архімеда над 

силою тяжіння до формування впорядкованих конвективних структур у вигляді 

комірок Бенара) етапах у горизонтальних шарах рідини, що рівномірно 

підігріваються знизу, формуються стійкі конвективні структури циліндричної 

форми. Введено поняття елементарної конвективної комірки (ЕКК) – стійкої 

конвективної структури циліндричної форми, яка відокремлена від інших 

подібних структур проміжками рідини, конвективний рух в яких відсутній. При 

збільшенні температурного перепаду між нижньою та верхньою границею 

горизонтального шару рідини ЕКК залишаються незмінними (зберігають 

форму, розміри і положення), а для компенсації збільшення вертикального 

тепло переносу зростає лише їх кількість, тобто формуються додаткові ЕКК, які 

при щільному заповненні рідини трансформуються в комірки Бенара. Даний 

процес є зворотним – із пониженням температурного перепаду комірки Бенара 

трансформуються у ЕКК, кількість яких поступово зменшується. 

Запропоновано математичну модель конвективного теплопереносу у ЕКК з 

вільними межами. Отримано аналітичні розв’язки для швидкості та збурення 

(відхилення величини від аналогічної у стані механічної рівноваги) 

температури в ЕКК. Їх залежність від осьової координати визначається 

простими гармоніками, а від радіальної координати подається у вигляді функції 

Бесселя першого роду нульового (для збурення температури і осьової 

компоненту швидкості) та першого (для радіальної компоненту швидкості) 

порядку. Отримано аналітичні вирази для радіальних хвильових чисел 

швидкості і власних чисел задачі. Показано, що спектр власних чисел є 

дискретним і по моді збурень, і по радіальному хвильовому числу. 

На основі знайдених аналітичних розв’язків отримано вираз для радіусу 

ЕКК. Розрахунковим і експериментальним шляхом показано, що для ЕКК 

величина безрозмірного (віднесеного до товщини шару рідини) радіусу 

приймає тільки дискретні значення. Адекватність математичної моделі та 
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отриманих аналітичних розв’язків підтверджена співставленням теоретично 

розрахованих значень радіусу ЕКК з експериментальними даними, які отримані 

здобувачем та іншими авторами. Встановлено, що для ЕКК, яка не знаходиться 

під дією зовнішніх механічних впливів, безрозмірний діаметр становить 3,44. 

Встановлено, що теплова потужність, що переноситься однією ЕКК, 

зворотно пропорційна квадрату її радіусу, а радіус комірки збільшується зі 

зростанням числа Релея. На цій підставі сформульовано та теоретично 

обґрунтовано енергетичний принцип формування повторюваних конвективних 

структур у шарі в'язкої, нестисливої рідини що рівномірно підігріваються 

знизу: при відсутності додаткових впливів у процесі збільшення 

температурного перепаду між нижньою і верхньою границею шару рідини 

енергетично більш вигідно утворення додаткової ЕКК мінімально можливого 

радіусу, ніж перехід однієї з існуючих комірок у стійкий стан з більшим 

радіусом. 

Отримані нові фундаментальні знання про протікання вільно-

конвективних процесів в горизонтальних шарах в’язкої рідини, яка 

підігрівається знизу, були застосовані для вдосконалення процесу вакуумно-

дугового переплаву сталі. Оскільки в розплаві металу нижня поверхня розплаву 

не є плоскою, то математичну модель і розв’язки, що були отримання для ЕКК, 

адаптовано для конвективних структур з конічним та косинусоїдальним 

профілем дна. Описано просторовий розподіл конвективного масопереносу 

рідкого металу в розплаві, що знаходиться над твердою фазою сталі. 

З метою підвищення гомогенізації легуючої домішки вдосконалена 

конструкція катоду вакуумної дугової печі. Запропоновано методику 

розрахунку геометричних параметрів порожнин у катоді (безрозмірна ширина 

похилої кругової канавки, радіус циліндричного катоду), що містять порошок 

легуючої домішки, при яких забезпечується безупинне рівномірне надходження 

нанодисперсного порошку у розплав металу. Показано, що у випадку 
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застосування порошку діоксиду цирконію, вони приймають значення 0,14 і 0,63 

відповідно. 

Також отримано вираз для визначення максимально допустимого розміру 

частинок легуючої домішки, при якому забезпечується її однорідний розподіл 

по всьому об'ємі розплаву внаслідок конвективної течії. Встановлено, що для 

сталі 08X18H10T розмір частинок ZrO2 повинен перебувати у межах 80−100 нм. 

Результати дисертаційної роботи впроваджені у Національному науковому 

центрі «Харківський фізико-технічний інститут» при вдосконаленні процесу 

виготовлення ДЗО сталей на експериментальному зразку установки вакуумно-

дугового переплаву, та використовуються у навчальному процесі у 

Харківському національному університеті імені В. Н. Каразіна на кафедрі 

фізики нетрадиційних енерготехнологій та екології. 

 

Ключові слова: вакуумно-дуговий переплав, дисперсно-зміцнені оксидами 

сталі, гомогенізація, катод, в’язка нестислива рідина, вільна конвекція, стійки 

конвективні структури, елементарна конвективна комірка, рівняння Нав’є–

Стокса в наближені Бусінеска, вільні граничні умови. 
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ABSTRACT 

 

Bozbiei L. S. Improvement of the vacuum arc remelting process of the steel by 

using a convective structure with free boundaries. - Manuscript.  

 

The thesis for a Candidate of Technical Sciences degree by speciality 05.14.06  

«Technical thermal physics and industrial heat-power engineering» (141 – thermal 

power engineering). – A. Podgorny Institute of Mechanical Engineering Problems of 

the National Academy of Sciences of Ukraine, Kharkiv, 2018. 

  

At present, researches on the creation of new structural materials with the given 

properties for power plants are actively being conducted. For example, for the active 

zone of nuclear reactors of a new generation materials should have high radiation re-

sistance, heat resistance, low activation during operation. In this case, structural mate-

rials based on dispersion-strengthened steels by oxides are used. Enriched with yttri-

um, oxygen, manganese, chromium or silicon, dispersion-strengthened steels by ox-

ides contain rather large concentrations of nanosized oxide particles. These particles 

play a decisive role in improving the radiation resistance of the material and increas-

ing the strength of the material due to the fixing of the dislocations. 

The traditional technology of dispersion-strengthened steels by oxides is powder 

metallurgy. However, powder metallurgy also has disadvantages that hinder its de-

velopment. Among them, the relatively high cost of metal powders, the need for sin-

tering in a protective atmosphere, which also increases the cost of products of powder 

metallurgy, a large number of procedures for preparation of raw materials, the impos-

sibility of manufacturing in some cases, large-sized billets, the need to use pure raw 

powders to obtain pure metals. At present, there is an alternative method of obtaining 

disperse-strengthened oxides of steels – a vacuum-arc remelting of steels. This meth-

od does not have the disadvantages described above. The heating of steels to the 

melting point occurs at the expense of an electric arc, a powder of the alloying ad-
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mixture is introduced into the melt. However, the main problem of this method is the 

problem of uniformity of the distribution of the doping admixture over the volume of 

the melt. 

This work proposes to provide maximum homogenization of the doping impuri-

ty due to its transfer in the steel melt due to the convective flow having a stable or-

dered structure. It is established that in the melting of a metal at the vacuum-arc steel 

remelting there is a convective structure that occupies the entire volume of the melt. 

It has an upward flow in the center and is declining - on the periphery. Such a con-

vective structure is similar to the isolated cylindrical convective structures observed 

in the horizontal layers of viscous fluid heated from below. An analytical review of 

scientific sources has shown that in the study of natural convection in unevenly heat-

ed liquid, the main attention was paid only to completely formed orderly convective 

currents, for example, Benard cells. The processes of the origin of convective struc-

tures, their development, and the transition from one state to another, when the most 

isolated cylindrical convective structures are observed, due attention is not paid. 

Therefore, the paper presents studies to improve the process of vacuum-arc steel re-

melting and to determine the laws of the convective flow in horizontal layers of the 

liquid. 

The main goal of this work is to develop the scientific and technical bases of the 

use of ordered convection structures in the vacuum-arc remelting process of the steel 

to enhance the homogenization of the alloying addition. The object of the thesis is 

free-convection processes in layers of viscous incompressible fluids, heated from be-

low. The subject of the study is mathematical and physical models for describing 

convection processes in a layer of viscous incompressible liquid. 

Experimentally, it was established that in the transitional stages in the horizontal 

layers of the fluid, evenly heated from below, stable convective structures of cylin-

drical shape are formed. The concept of elementary convective cell (ECC) - a stable 

convective structure of a cylindrical shape, which is separated from other similar 

structures by spaces of a liquid, in which the convective motion is absent, is intro-
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duced. With an increase in the temperature difference between the lower and upper 

bounds of the horizontal fluid layer, the shape, size and position of the ECC remain 

unchanged. To compensate for the increased vertical heat transfer, only their number 

of ECCs increases, that is, additional ECCs that are transformed are formed into 

Benard cells. This process is reversible. 

The mathematical model of convective heat transfer in ECC with free bounda-

ries is proposed. The analytical solutions for the velocity and perturbation (deviation 

of the magnitude from the equivalent in the state of mechanical equilibrium) of the 

temperature in the ECC are obtained. Their dependence on the axial coordinate is de-

termined by simple harmonics, and from the radial coordinate it is presented in the 

form of the Bessel function of the first kind of zero (for the perturbation of the tem-

perature and the axial component of the velocity) and the first order (for the radial 

component of the velocity). The analytical expressions for radial velocity wave num-

bers and eigenvalues of the problem are obtained. It is shown that the spectrum of ei-

genvalues is discrete in both the perturbation mode and the radial wave number. 

Based on the analytical solutions found, an expression for the ECC radius is ob-

tained. Calculated and experimentally, it is shown that for ECC the value of dimen-

sionless (referring to the thickness of the liquid layer) radius accepts only discrete 

values. The adequacy of the mathematical model and the obtained analytical solu-

tions is confirmed by comparing theoretically calculated values of the ECC radius 

with the experimental data obtained by the applicant and other authors. It has been es-

tablished that for an ECC, which is not exposed to external mechanical influences, 

the dimensionless diameter is 3.44. 

Based on the analytical solutions found, an expression for the ECC radius is ob-

tained. Calculated and experimentally, it is shown that for ECC the value of dimen-

sionless (referring to the thickness of the liquid layer) radius accepts only discrete 

values. The adequacy of the mathematical model and the obtained analytical solu-

tions is confirmed by comparing theoretically calculated values of the ECC radius 

with the experimental data obtained by the applicant and other authors. It has been es-
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tablished that for an ECC, which is not exposed to external mechanical influences, 

the dimensionless diameter is 3.44. New fundamental knowledge about the progress 

of free-convection processes in horizontal layers of viscous fluid heated from below, 

has been used to improve the process of vacuum-arc steel remelting. Since in the 

molten metal the lower surface of the melt is not flat, the mathematical model and so-

lutions that were received for the ECC are adapted for convective structures with a 

conical and cosine-shaped bottom profile. The spatial distribution of the convective 

mass transfer of liquid metal in a melt above the solid phase of steel is described. 

In order to increase the homogenization of the doping impurity, the design of the 

cathode of the vacuum arc furnace is improved. The method of calculating the geo-

metric parameters of cavities in a cathode (the dimensionless width of the inclined 

circular groove, the radius of a cylindrical cathode), containing a powder of a doping 

impurity, is provided, in which a continuous flow of nanodispersed powder into the 

metal melts is provided. It is shown that in the case of zirconium dioxide powder ap-

plication, they take values of 0.14 and 0.63, respectively. 

An expression was also obtained for determining the maximum allowable parti-

cle size of a dopant, in which it is uniformly distributed throughout the melt volume 

due to the convective flow. It has been established that for a steel 08X18H10T, the 

size of ZrO2 particles should be within the range of 80-100 nm. 

The results of the dissertation work were introduced at the National Science 

Center Kharkiv Institute of Physics and Technology with the improvement of the 

process of creation of dispersion-strengthened oxides of steels on the experimental 

sample of the installation of vacuum-arc remelting. The results also are used in the 

training process of the Department of Physics of non-traditional energy technologies 

and ecology of V. N. Karazin Kharkiv National University. 

 

Keywords: vacuum arc remelting process, dispersion-strengthened steels by oxides, 

homogenization, cathode, viscous incompressible liquid, free convection processes, 
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elementary convective cell, equation in approximate Boussinesq, free boundary con-

ditions. 
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ВСТУП 

Актуальність теми. Останнім часом активно проводяться дослідження по 

отриманню нових конструкційних матеріалів для енергетичних установок, що 

мають задані властивості. Наприклад, для активної зони атомних реакторів но-

вого покоління матеріали повинні мати високу радіаційну стійкість, жароміц-

ність, низьку активацію при експлуатації. В цьому випадку використовують 

конструкційні матеріали на основі дисперсно-зміцнених оксидами сталі.  

Дисперсно-зміцнені оксидами сталі містять досить великі концентрації 

частинок оксиду нанометрового розміру, що збагачені ітрієм, киснем, марган-

цем, хромом або кремнієм. Традиційна технологія ДЗО сталей – порошкова ме-

талургія. Проте, вона є трудомісткою та дорогою. Альтернативний метод отри-

мання ДЗО сталей – метод вакуумно-дугового переплаву сталей, в якому їх на-

грів до температури плавлення відбувається за рахунок електричної дуги, а в 

розплав вводиться порошок легуючої домішки. Проте основною проблемою 

цього методу є проблема рівномірного розподілу легуючої домішки по об’єму 

розплаву. Таким чином, дослідження, що спрямовані на вдосконалення техно-

логії вакуумно-дугового переплаву сталей з метою підвищення гомогенізації 

легуючої домішки, є актуальними. 

Зв'язок роботи з науковими програмами, планами і темами. Результа-

ти, які лягли в основу цієї дисертації, отримані під час виконання наукових до-

сліджень, що проводилися у відділі моделювання і ідентифікації теплових про-

цесів Інституту проблем машинобудування ім. А. М. Підгорного НАН України 

у рамках бюджетних тем: «Розробка теоретичних основ та методів реалізації 

теплових процесів в об'єктах паливно-енергетичного комплексу та житлово-

комунального господарства з метою енергоресурсозбереження та заміщення 

вуглеводневого палива» (№0 ІІІ-40-10, № держреєстрації 0110U002658, 2010–

2014 рр.); «Моделювання, ідентифікація і оптимізація теплових процесів в об'є-

ктах енергетики з метою вирішення задач енергоресурсозбереження і підви-
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щення надійності їх роботи» (№ ІІІ-66-15, № держреєстрації 0115U001091, по-

чаток – 2015 р.). 

У всіх перерахованих темах автор дисертації виступала виконавцем 

окремих розділів. 

Мета і задачі дослідження. Метою роботи є розробка науково-технічних 

основ використання упорядкованих конвективних структур у технологічному 

процесі вакуумно-дугового переплаву сталі для підвищення гомогенізації ле-

гуючої домішки. 

Для реалізації поставленої мети були сформульовані такі задачі: 

– визначити характер конвективної течії у розплаві сталі при її вакуумно-

дуговому переплаві; 

– експериментальним і розрахунковим шляхом визначити характерні па-

раметри стійких циліндричних конвективних структур; 

– дослідити конвективну течію розплаву сталі у циліндричних конвектив-

них структурах з конічним та синусоїдально поглибленим профілем дна та ві-

льними граничними умовами; 

– запропонувати структуру катода, що забезпечує безупинне надходження 

порошку легуючої домішки у розплав при вакуумно-дуговому переплаву сталі; 

– визначити розміри частинок порошку діоксиду цирконію, що знаходять-

ся в об’ємі розплавленого металу; 

– розробити рекомендації щодо вдосконалення процесу гомогенізації ле-

гуючої домішки у розплаві сталі. 

Об’єктом дослідження є вільно-конвективні процеси у шарах в’язких не-

стисливих рідин, що підігріваються знизу. 

Предметом дослідження є математичні і фізичні моделі опису конвектив-

них процесів у шарі в’язкої нестисливої рідини. 

 

Методи дослідження: 

– теорія подібності; 
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– методи математичного моделювання; 

– аналітичні методи розв’язання задач з диференціальними рівняннями у 

частинних похідних; 

– методи фізичного моделювання на лабораторних установках; 

– методи статистичної обробки експериментальних результатів. 

Наукова новизна одержаних результатів. 

1. Вперше експериментальним шляхом встановлено, що на перехідних 

етапах у горизонтальних шарах рідини, що рівномірно підігрівається знизу, з 

вільними граничними умовами, формуються однакові стійкі конвективні струк-

тури циліндричної форми, які названо елементарними конвективними комірка-

ми (ЕКК). Їх кількість зростає із збільшенням перепаду між температурами ни-

жньої і верхньої меж шару, а розміри та форма залишаються незмінними. 

2. Вперше отримані нові аналітичні вирази для швидкості течії та збурення 

(відхилення величини від аналогічної у стані механічної рівноваги) температу-

ри у циліндричній ЕКК. 

3. Вперше теоретично отримано значення безрозмірного (віднесеного до 

товщини шару) діаметру ЕКК для шару з вільними межами, що дорівнює 3,44. 

4. Вперше запропоновано здійснювати гомогенізацію частинок легуючої 

домішки за рахунок її переносу в розплаві сталі внаслідок конвективної течії, 

що має стійку упорядковану структуру, при безупинному рівномірному надхо-

дженні легуючої домішки у розплав металу. 

5. Запропоновано новий методологічний підхід до конструювання катоду, 

що забезпечує безупинне рівномірне надходження порошку легуючої домішки 

у розплав при вакуумно-дуговому переплаві сталі. 

Практичне значення одержаних результатів.  

1. Вдосконалена конструкція катоду вакуумної дугової печі. Отримані зна-

чення геометричних параметрів порожнин катоду, що містять порошок діокси-

ду цирконію, при яких забезпечується його безупинне рівномірне надходження 

у розплав. 
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2. Визначені розміри частинок нанодисперсного порошку ZrO2, при яких 

відбувається їх просторова гомогенізація у процесі отримання ДЗО сталі 

08X18H10T. 

3. Підхід, що базується на застосуванні елементарних конвективних комі-

рок, можна застосовувати для дослідження конвективного тепломасопереносу у 

горизонтальних шарах рідини у різних технічних об’єктах та технологічних 

процесах, на основі чого можна проводити модернізацію існуючих та розробку 

нових конструкцій та технологій. 

4. Результати дисертаційної роботи впроваджені у Національному науко-

вому центрі «Харківський фізико-технічний інститут» при вдосконаленні про-

цесу виготовлення ДЗО сталей на експериментальному зразку установки ваку-

умно-дугового переплаву, та використовуються у навчальному процесі у Хар-

ківському національному університеті імені В. Н. Каразіна на кафедрі фізики 

нетрадиційних енерготехнологій та екології. 

Особистий внесок здобувача. Усі основні результати роботи, які вино-

сяться на захист, отримані автором особисто. 

У роботах [5, 8, 10] автор провела серію експериментів по формуванню і 

дослідженню властивостей ЕКК в шарі в’язкої нестисливої рідини, що рівномі-

рно підігрівається знизу. У роботах експериментально досліджені геометричні 

розміри ЕКК, їх результати адекватно описуються теоретичною моделлю ЕКК. 

У роботах [1, 3, 8, 9] автор описала експериментальні результати по руйну-

ванню комірок Бенара; також запропонувала розглядати руйнування конвекти-

вних комірок на Сонці (супергранул) внаслідок швидкого нагріву їх нижньої 

межі і дала математичний опис механізму такого руйнування. 

У рамках робот [4, 6, 13, 14] здобувач розглянула задачу теплової конвекції 

в’язкої нестисливої рідини у циліндричній ЕКК з конічно поглибленим дном і 

вільними граничними умовами. Також були отримані модельні розподіли ліній 

течії Стокса і збурень температури в циліндричній ЕКК з конічно поглибленим 

дном і вільними межами. У рамках роботи [16] було розглянуто теплоперенос у 
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конвективних циліндричних комірках з параболічним профілем дна і вільними 

граничними умовами. 

Автором було запропоновано «енергетичний принцип» формування струк-

тур у шарі в’язкої нестисливої рідини, що рівномірно підігрівається знизу, у ро-

ботах [5, 8, 10, 15]. 

У роботах [2, 7, 11, 12] автором запропоновано розглядати процес вакуум-

но-дугового переплаву сталі 08Х18Н10T+ZrO2 на основі процесів, що відбува-

ються у шарі в’язкої нестисливої рідини, що підігрівається зверху (знизу) за 

умови, що у розплавленому металі формується ЕКК. 

Апробація результатів дисертації. Основні матеріали і результати робо-

ти докладалися на наступних конференціях: X конференція молодих вчених та 

спеціалістів ІПМаш НАН України, 2013 р., Харків, Україна; International confer-

ence MSS-14 «Mode conversion, coherent structures and turbulence», Moscow, Rus-

sia, 2014; IV Міжгалузева науково-практ. конф. «Інноваційні шляхи модерніза-

ції базових галузей промисловості, енерго- і ресурсозбереження, охорона на-

вколишнього природного середовища», 25–26 березня 2015 р., Харків, Україна; 

Міжнародна наукова-практична конференція «Стійкий енергетичний розвиток: 

теорія, практика, перспективи», 2015 р., Харків, Україна; XII конференція мо-

лодих вчених та спеціалістів; ІПМаш НАН України, 2015 р., Харків, Україна; 

Intern. Young Sci. Forum on Appl. Phys. YSF–2015, 2015, Dnipropetrovsk, Ukraine; 

XI Int. Sci. Conf.: Electronics and Appl. Phys., Oct. 21–24, 2015, Kyiv, Ukraine; 

XVII Міжнародна наукова-практична конференція «Відновлювана енергетика 

та енергоефективність у XXI столітті», 29–30 вересня 2016 р., Київ, Україна. 

Публікації. Основний зміст цієї роботи відображений в 16 публікаціях, в 

тому числі 6 статей, з яких 3 – в журналах і збірках, внесених в перелік спеціа-

лізованих видань України, де можуть публікуватися результати дисертаційних 

робіт (тому числі 1, що індекексується в наукометричній базі Scopus), 1 – в за-

кордонному журналі, що індексується в наукометричній базі Scopus, 2 – в ін-

ших журналах); 1 патент України на винахід; 8 матеріалів наукових конферен-

цій; 1 методичний посібник для студентів. 
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РОЗДІЛ 1 

ВИГОТОВЛЕННЯ ЛЕГОВАНИХ СТАЛЕЙ ТА ДОСЛІДЖЕННЯ 

ТЕПЛОФІЗИЧНИХ ПРОЦЕСІВ, ЩО ВІДБУВАЮТЬСЯ ПРИ ЦЬОМУ 

1.1. Леговані сталі та їх отримання 

Сучасні енергетичні установки працюють в умовах досить значних фізи-

ко-механічних навантажень, що обумовлені особливостями протікання фізич-

них процесів під час перетворення одного виду енергії в інший. Великі тиски 

робочого тіла, досить значні перепади температури, хімічно агресивне середо-

вище, механічні навантаження в конструктивних елементах енергетичного об-

ладнання можуть призвести до передчасного їх руйнування або швидкого спра-

цювання ресурсу. В атомній енергетиці ситуація усугубляється негативним 

впливом радіаційного випромінювання на матеріали. Конструкційні сталі (з 

урахуванням легуючих домішків), розробляються і створюються для забезпе-

чення підвищених термо-, хімічно-стійких і міцнісних властивостей, в порів-

нянні з властивостями вихідних металів. 

Зважаючи на вищесказане, матеріали, з яких виготовляються конструктив-

ні елементи енергетичного обладнання повинні мати такі фізико-механічні й 

хімічні властивості, які, незважаючи на вказані чинники, забезпечують надійну 

роботу обладнання. Найбільш розповсюдженими матеріалами, які використо-

вуються в енергетиці і мають такі властивості, є леговані сталі. Різні легуючі 

домішки, які додаються під час плавлення таких сталей, позитивно впливають 

на якість вихідного продукту. Дисперсійно-зміцнені матеріали – це композитні 

матеріали, в сполучний компонент (матрицю) яких включені в армувальному 

вигляді спеціально введені частинки (домішкових або дисперсних фаз). Опти-

мальним чином підібраним розподілом включень досягається значне підвищен-

ня міцності такого матеріалу в порівнянні з матеріалом матриці [17]. Таким чи-

ном, наприклад, при додаванні діоксиду цирконію в рідкий розплав нержавію-

чої сталі, збільшується радіаційна міцність, температурна і хімічна стійкість, 
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питома теплоємність, міцність і ряд інших важливих характеристик вихідного 

злитка. 

У металургії легування проводиться шляхом введення у розплав або шихту 

додаткових речовин, що поліпшують механічні, фізичні та хімічні властивості 

сплаву. Для зміни різних властивостей (підвищення твердості, зносостійкості, 

корозійної стійкості і так далі) приповерхневого шару металів та сплавів засто-

совуються також і різні види поверхневого легування. Легування проводиться 

на різних етапах отримання металевого матеріалу з цілями підвищення якості 

металургійної продукції і металевих виробів [18−20]. 

Один із методів отримання легованих сталей – це додавання легуючих до-

мішок у шихту. Найбільш застосовуваним способом отримання рідкої сталі у 

ливарному виробництві – є плавка стали у дуговій електричній печі. Плавка у 

даному випадку ведеться з обмеженням окислювальних процесів, без подачі за-

лізної руди і кисню. Шлак при цьому намагаються не видаляти або видаляють 

тільки після відновлення легуючих елементів меленим феросиліцієм, що дозво-

ляє максимально використовувати засвоєння легуючих елементів з відходів ви-

робництва. Слід зазначити, що негативним моментом плавки сталі без окислен-

ня, є неможливість видалення з розплаву вуглецю, фосфору, водню [21, 22]. 

Інший метод отримання легованих сталей – це додавання легуючих домі-

шок у розплав. Це є термодинамічно стабільний процес введення допоміжних 

компонентів в розплав. При такому способі максимальний ефект щодо підви-

щення властивостей сталі буде лише за умов однорідного розподілу легуючих 

елементів в розплаві [23]. 

Традиційні технології отримання легованих сталей, що використовуються 

зараз, – це електрометалургія і порошкова металургія. Термін «електрометалур-

гія» описує процеси, отримання металів, які засновані на електролізі, тобто ви-

ділення металів з розчинів або розплавів їх з’єднань при пропусканні через них 

постійного електричного струму [24, 25]. Цей метод застосовують головним 

чином для отримання дуже активних металів – лужних, лужноземельних і алю-
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мінію, а також виробництва легованих сталей. В електрометалургії використо-

вуються як електротермічні, так і електрохімічні процеси. Електротермічні 

процеси находять своє застосування для видобування металів з руд і концент-

ратів, виробництва і рафінування чорних і кольорових металів і сплавів на їх 

основі. У таких процесах електрична енергія є джерелом технологічного тепла. 

Щодо електрохімічних процесів, то вони поширені у виробництві чорних і ко-

льорових металів на основі електролізу водних розчинів і розплавлених середо-

вищ. Тут за рахунок електричної енергії здійснюються окислювально-відновні 

реакції на межах розділу фаз при проходженні струму через електроліти. Од-

нак, особливе місце в цих процесах займає гальванотехніка, в основі якої ле-

жать електрохімічні процеси осадження металів на поверхню металевих і неме-

талічних виробів [26–28]. 

В електрометалургії існує два методи плавки сталі: електродугова і інду-

кційна. Найбільшого поширення мають дугові електричні печі [30]. 

Дугова піч – це електрична піч для плавки металів та інших матеріалів, у 

якій використовується тепловий ефект електричної дуги. Розрізняють наступні 

типи дугової печі: печі прямої дії (дуга горить між електродами і металом, що 

нагрівається), печі непрямої дії (дуга виникає між електродами на деякій відда-

лі від металу), а також дугові печі із закритою дугою (вона горить під шаром 

твердої шихти, в яку занурено електроди). Також є і вакуумні дугові печі з ви-

трачуваним електродом, який виготовляють з металу, що підлягає переплав-

ленню, та з електродом, що не є витрачуваним, який виготовляється з вольфра-

му або графіту. Але самими поширеними є дугові печі прямої дії, де плавлять 

переважно сталь, і печі із закритою дугою для виплавляння кольорових сплавів; 

феросплавів, електрокорунду, та багато іншого. Печі такого типу застосовують 

для вакуумно-дугового переплавлення металів та їх сплавів [28, 29]. 

Найбільш досконалим способом виробництва сталі є виплавка її в елект-

роплавильних печах. Основні переваги цих печей полягають в наступному: 
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1. У плавильному просторі температура сягає 2000 °C, що сприяє вида-

ленню шкідливих домішок: кисню, сірки і фосфору, а також неметалевих вклю-

чень (сталь, яку отримано таким способом, за хімічним складом краще марте-

нівської). 

2. Можна виплавляти будь-які сорти сталі з вмістом заданої кількості різ-

них елементів таких, як хром, нікель, молібден, ванадій, вольфрам, титан та ба-

гато інших. 

3. Забезпечується точність і простота регулювання температур. 

4. Значно зменшується угар металу і легка окислюваність легуючих еле-

ментів. 

В індукційних печах виплавляють найбільш якісні корозійностійкі, жаро-

міцні і інші стали і сплави. Плавка сталі в індукційній печі, здійснюється мето-

дом переплавки та зводиться, здебільшого, до наступних кроків: розплавлення 

шихти, розкислювання металу і випуску. Але це обумовлює високі вимоги до 

шихтових матеріалів за змістом шкідливих домішок. Вибір тигля (основний або 

кислий) визначається властивостями металу. Великий недолік індукційної пла-

вки – це холодні шлаки, які нагріваються тільки від металу. Цей недолік у де-

яких конструкціях усувається шляхом плазмового нагріву поверхні метал-шлак, 

що дозволяє також значно прискорити процес розплавлення шихти. У вакуум-

них індукційних печах виплавляють чисті метали, сталі і сплави відповідально-

го призначення (так звана, вакуумна плавка) [31]. 

Традиційною технологією виготовлення дисперсно зміцнених оксидами 

(ДЗО) сталі є порошкова металургія [32]. Важлива відмінна риса цієї технології 

– одержання речовин у порошкоподібному стані та проведення операції нагрі-

вання та спікання заготовок із порошків при температурі нижче точки плавлен-

ня відповідного металу, або у випадку суміші різнорідних порошків, нижче те-

мператури плавлення найменш тугоплавкого компонента основи. 

Порошкова металургія займає своє особливе місце серед наявних різно-

манітних способів обробки металів, тому що дозволяє робити вироби різних 
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форм і призначень та створювати принципово нові матеріали, які одержати ін-

шими шляхом досить важко або взагалі неможливо. Доповнюючи або заміняю-

чи лиття, обробку тиском, різання та інші методи, порошкова металургія успі-

шно конкурує з ними. 

Існує 4 етапи типового виробництва заготовок і виробів методом порош-

кової металургії: 

1) одержання порошку вихідного матеріалу; 

2) формування заготовки з нього; 

3) спікання; 

4) остаточна обробка (регулювання структури, калібрування, механічна і 

хіміко-термічна обробки). 

Відхилення від наведеної типової технологічної можуть виражатися в по-

єднанні операцій формування і спікання при гарячому пресуванні, у спіканні 

вільно насипаного порошку (при умові відсутності формованої заготовки з по-

рошку), або у відсутності будь-якої обробки після спікання, тощо. 

Сукупність основних технологічних операцій дозволяє вирішувати за до-

помогою порошкової металургії два найважливіших завдання: 

1) Виготовлення матеріалів та виробів з особливими структурами, скла-

дами, властивостями, що недосяжні іншими методами виробництва. Прикладом 

можуть служити пористі вироби і порошкові матеріали (антифрикційні, фрик-

ційні вироби, фільтри та ін.), високотемпературні тугоплавкі метали, дисперсно 

зміцненні, волокнисті матеріали та ін.), інструментальні (тверді сплави, надтве-

рді матеріали й ін.) і т. і. 

2) Здешевлення виготовлення виробів та матеріалів зі звичайними влас-

тивостями, структурами і складами [33, 34].  

Порошкова металургія має наступні переваги: 

1. Дозволяє створювати матеріали та вироби з металевих елементів, які 

можуть значно відрізнятися по температурі плавлення і не сплавлятися між со-

бою, а також поєднувати в одному матеріалі метали і неметали. 
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2. Можливість виготовлення деталей з жорсткими допусками (кулачки 

храповиків, кульових вставок, підшипникових втулок, вкладишів, поршневих 

кілець та багато інших) в основному без механічної обробки. 

3. Низькі втрати металу в відходи при виробництві деталей (від 7 до 

10 %). 

4. Можливість переробки у порошок відходів металургійної (ковальська і 

прокатна окалина) і машинобудівної (тирса, стружки та інші)                         

промисловості [35]. 

Разом з тим, порошковій металургії притаманні наступні недоліки: 

1. Порівняно висока вартість металевих порошків. 

2. Необхідність спікання в захисній атмосфері. 

3. Трудомісткість виготовлення виробів і заготовок великих розмірів. 

4. Необхідність застосування чистих вихідних порошків, тобто високі ви-

моги до її чистоти і гранулометрії. 

5. Складність і трудомісткість отримання спечених виробів в компактно-

му (безпористому) стані. 

6. Висока вартість металевих порошків. 

Тому виникає необхідність розробки нових технологій отримання диспе-

рсно зміцнених оксидами сталей. Однією з перспективних технологій є спосіб 

вакуумно-дугової плавки сталей, який розробляється в Національному науко-

вому центрі «Харківський фізико-технічний інститут» [36]. В ньому нагрів ста-

лей до температури плавлення відбувається за рахунок електричної дуги, а в 

розплав вводиться порошок легуючої домішки. Проте основною проблемою 

цього методу є проблема рівномірного розподілу легуючої домішки по об’єму 

розплаву. 

 

1.2. Методи дослідження процесів виплавки сталей 

Забезпечення необхідних умов протікання технологічних процесів отри-

мання сталей з метою придання ним необхідних властивостей неможливо без 
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ретельного дослідження теплофізичних процесів, що відбуваються при цьому, в 

тому числі й методами математичного моделювання. 

Моделювання при плавленні та твердінні злитків розглядалося у [37−48]. 

Авторами цих робіт була розроблена загальна математична модель сполучених 

процесів гідродинаміки, тепломасопереносу і твердіння з урахуванням двофаз-

ної зони і турбулентності, яка містить осереднені макроконтинуальні рівняння 

переносу субстанції. За допомогою різних методів, отримано розв’язки неліній-

них диференціальних рівнянь теплопередачі та гідродинаміки. Шляхом обчис-

люваного експерименту по вивченню процесу формування композитного 

з’єднання отримано інформацію про поля температури, частку твердої фази і 

поля швидкості, зміну температури у злитку, розміри кристалів у багатошаро-

вому та армованому злитках. 

Слід зазначити, що в основу математичної моделі, що розглядається у 

[37−39, 49] для розрахунку процесу формування багатошарового й армованого 

злитків, узято нестаціонарні безрозмірні рівняння переносу вихору швидкості, 

переносу газової фази і теплопереносу в розплаві. Також у моделі враховуються 

теплові процеси, що визначають кінетику кристалізації у наближенні до нерів-

новажної двофазної зони. Але значним недоліком при моделюванні вказаних 

процесів в квадратній розрахунковій області, яка розглядалася в цих роботах, є 

знехтування тепловідводом з її зовнішніх сторін. 

В роботах [50−52] моделювання при плавленні та твердінні злитків вико-

нувалося за допомогою розробленої авторами програми, яка моделює теплофі-

зичні процеси в кристалізаторі, що охолоджується водою, під час формування 

зазначених заготовок. Це дозволило здійснювати спостереження за процесом 

отримання безперервно литої заготовки та визначити його оптимальні парамет-

ри [50]. Авторами цих робіт розроблено математичну модель теплофізичних 

процесів, що відбуваються при затвердінні мідної та сталемідної заготовок в 

кристалізаторі при безперервному литті заготовки. Як зазначено у [52], охоло-

дження злитка відбувається через бічні поверхні. Тому в математичній моделі 
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була врахована інформація про температуру ребер злитка як зон найбільшого 

градієнта температур і задача розглядалася в багатовимірній постановці. За ра-

хунок сумісного врахування теплових процесів як у кристалізаторі, так і у злит-

ку, теплові потоки на границі «злиток – стінка кристалізатора» визначалися че-

рез властивості суміші, що утворює шлак. Саме це дозволило виключити з фо-

рмулювання задачі такі характеристики, як величину теплового потоку або ко-

ефіцієнт теплопередачі, що залежать від багатьох факторів. 

В роботі [53] розглянуто лінійну вісесиметричну модель злитка, вважаю-

чи, що всередині двофазної зони в кожному фізично малому елементі містяться 

обидві фази. Її автори вважають, що використання двовимірної моделі доцільно 

при відносних геометричних розмірів перетину злитка більше 3. В іншому ви-

падку, одновимірна та двовимірні моделі дають практично однакові результати, 

тому можна обмежитися спрощеною постановкою задачі. Для дослідження 

процесу затвердіння плаского злитка використовувалася математична модель, 

що містить класичні рівняння теплопровідності з граничними умовами I і III 

роду для рідкої і затверділої частин; рівняння переносу енергії, рівняння масо-

переносу з урахуванням припущення стійкості двофазної зони, рівняння Дарсі, 

рівняння безперервності і термічне рівняння стану. 

 

1.3. Конвективні структури у шарах рідини і їх дослідження експери-

ментальними і теоретичними методами 

 

Під час плавки металів, в тому числі й переплаву сталі з доданням легую-

чих добавок, в розплаві виникають конвективні течії, які обумовлені перепадом 

температури [54]. При цьому досить часто утворюються конвективні структури, 

які можуть бути відносно стійкими і деякий час зберігати свою форму і розмі-

ри. Якщо в розплав сталі з такою структурою течії вводити порошок легуючої 

речовини, то вона буде розповсюджуватися по розплаву сталі згідно з особли-
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востями протікання конвективного процесу. Цим фактом можна скористатися, 

щоб забезпечити рівномірний розподіл легуючої домішки по об’єму розплаву. 

Для цього необхідно створити такі умови, щоб конвективна течія сприяла мак-

симальній гомогенізації легуючої домішки. Таким чином безумовно є актуаль-

ною розробка науково-технічних основ використання упорядкованих конвекти-

вних структур у технологічному процесі вакуумно-дугового переплаву сталі 

для підвищення гомогенізації легуючої домішки. Вочевидь, що такі науково-

технічні основи необхідно розробляти, спираючись на сучасні методи моделю-

вання конвективних процесів, що відбуваються в розплаві сталі, тому проведе-

мо огляд існуючих публікацій стосовно дослідження впорядкованих конвекти-

вних структур у в’язких рідинах. 

Вперше експериментальне вивчення конвективних структур в об’ємах 

в’язкої рідини були проведені Д. Томсоном (1888 р.) і А. Бенаром (1900 р.). Са-

ме з експериментів А. Бенара розпочалися систематичні дослідження проблеми 

конвективної стійкості, в результаті яких було встановлено, що при поступово-

му підігріванні рідини знизу в ній формується горизонтальний шар в якому 

утворюються рівномірні конвективні комірки [55]. В кожній комірці рідина ру-

хається таким чином, що висхідна течія розташована у центрі, а спадна – на 

границях з сусідніми комірками. При достатньому рівні нагріву комірки запов-

нюють весь шар, набувають помірну ступінь регулярності і маєть форму призм 

з основами у вигляді опуклих багатокутників зі сторонами від чотирьох до шес-

ти. При подальшому нагріванні усі комірки становились однаковими за розмі-

ром з гексагональною формою основи. Такі комірки отримали назву комірок 

Бенара (рис. 1.1). Свого часу було встановлено, що розмір комірок визначається 

товщиною шару рідини, в якому спостерігається упорядкована конвективна те-

чія – чим більше товщина шару, тим більше розмір комірок Бенара [55]. 
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Рис. 1.1. Комірки Бенара у шарі спермацету [56] 

 

Подібні конвективні структури зустрічаються й у природі. Їх можна спо-

стерігати як супергранули на поверхні Сонця [57], в земній атмосфері у вигляді 

хмар, в яких відслідковується комірчаста впорядкованість [58–64]. В деяких 

випадках природна в’язка рідина змінює фазовий стан і, якщо в ній перед поча-

тком кристалізації існували комірки Бенара, то вони знаходять своє відобра-

ження у твердих масивах. Так, шестигранні структури можна спостерігати на 

поверхні висохлих озер, у лаві, що застигла [65] та в багатьох інших природних 

об’єктах. 

В кожному такому випадку причиною виникнення конвективних комірок в 

горизонтальних пласких шарах є наявність вертикального градієнта температур 

[66−68]. При незначній величині температурного напору між нижньою і верх-

ньою межею однорідного шару рідини перенос тепла в ньому відбувається ли-

ше за рахунок теплопровідності, а сама рідина знаходиться у стані механічної 

рівноваги – течія відсутня. При подоланні деякого критичного значення темпе-

ратурного напору, який відповідає критичному числу Релея Raкр = 657, тепло-

вий потік, що обумовлений лише теплопровідністю не встигає компенсувати 

температурний напір [69]. При цьому в рідині виникають конвективні потоки, 
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які забезпечують більший, у порівнянні з теплопровідністю, теплоперенос у ве-

ртикальному напрямку. Ці потоки формують циліндричні вали, що обертаються 

один назустріч одному. У відносно тонкому шарі при підігріванні знизу утво-

рюються комірки Бенара. При цьому, незважаючи на те, що в різних випадках 

комірок Бенара можуть бути різними в’язкість рідини, розмір конвективних 

структур, швидкість масопереносу, величина градієнта температури та інші те-

плофізичні параметри, загальним є правильність їх гексагональної форми та 

структура течії (рис. 1.2) – усередині комірки рідина підіймається по центру, а 

опускається по її бокових гранях [66−69]. 

Традиційним підходом до моделювання комірок Бенара, конвективних ва-

лів і інших впорядкованих конвективних структур є розгляд математичної мо-

делі в декартовій системі координат, яка ґрунтується на рівняннях Нав’є–

Стокса в наближені Бусінеска [69]. 

 

 

Рис. 1.2. Конвективні комірки у шарі силіконової оливи глибиною 1 мм при рі-

вномірному нагріві знизу і охолодженні повітрям згори [56] 

 

В деяких роботах, наприклад [66], комірки Бенара пояснюють ефектом 

Марангоні, тобто вважають, що конвекція виникає за рахунок дії сил поверхне-

вого натягу і залежності їх від температури рідини. Виникнення градієнта пове-

рхневого натягу може бути викликане градієнтом температури, і тоді має місце 
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ефект Бенара, а така конвекція називається термокапілярною (конвекція Бена-

ра–Марангоні). Чим більше у рідини поверхневий натяг, тим з більшою силою 

вона стягується [70]. Тому за наявності градієнта поверхневого натягу рідина 

переміщатиметься в область з більшим коефіцієнтом поверхневого натягу [71]. 

Проте, у більшості випадків, ефект Марангоні незначний, оскільки зазвичай він 

перекривається конвекцією рідини під дією Архімедової сили внаслідок зміни 

щільності рідини вздовж градієнта температури. 

Теоретичне дослідження впорядкованих конвективних структур, в тому 

числі й комірок Бенара, засобами математичного моделювання розпочав лорд 

Релей, розв’язавши задачу о стійкості рівноваги шару з вільними межами [67, 

72], що стало започаткуванням теорії конвективної стійкості. В її основі лежить 

математична модель, що містить систему з трьох диференційних рівнянь у час-

ткових похідних: Нав’є–Стокса, енергії і нерозривності у наближенні Бусінеска 

[66, 67, 69, 72, 73]. 

У роботах [74−80] обговорюються механізми виникнення конвективної не-

стійкості у горизонтальних шарах рідини при підігріві знизу. Наводяться деякі 

відомості про дисипативні структури та причини їх виникнення. Явище самоор-

ганізації може спостерігатися у різних системах: фізичних, хімічних, соціаль-

них. У цих роботах дається характеристика явища самоорганізації у рідких се-

редовищах. Розглядаються необхідні умови для її виникнення. На прикладі 

конвективних комірок Бенара проводиться більш детальний аналіз даного яви-

ща у фізичних системах. До переваги цих робіт можна віднести досить точне 

визначення терміну «самоорганізація» з прикладами, докладними поясненнями 

і фізичними викладками. Проте недоліком цих робіт є відсутність опису стадії 

зародження конвективних комірок. 

В статтях [81, 82] запропоновано модель, що ілюструє утворення просто-

рових траєкторії руху частки в обмеженій області простору. При цьому розгля-

дається рух частинки як під час відсутності зовнішнього поля, так і в однорід-

ному полі. Також розглянуто модель, що заснована на класичному русі частин-
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ки в області, обмеженою стінками, з якими частинка може обмінюватися енер-

гією при зіткненнях, втрачаючи або накопичуючи енергію в залежності від те-

мператури стінки. Як показали розрахункові експерименти, при наявності гра-

дієнта температури у такій моделі можливі процеси самоорганізації. Ця мате-

матична модель являє собою аналог моделі утворення комірок Бенара, повто-

рюючи деякі якісні особливості більш складної моделі. Більш візуальні, рельє-

фні, і чіткі моделі описані в роботах [83−85], де досліджуються спектральні ха-

рактеристики чисельного методу розрахунку конвективних течій. На модельній 

системі рівнянь проведено нелінійний аналіз чисельного методу. Також розгля-

нуто в двовимірній і тривимірній постановках задачі про турбулентну конвек-

цію нестисливої рідини у прямокутному паралелепіпеді при підігріві знизу. При 

тривимірному моделюванні горизонтальні межі передбачаються вільними від 

дотичних напружень, а в двовимірному − вільними або жорсткими. Показано, 

що, незважаючи на одержані кількісні розбіжності між результатами тривимір-

ного моделювання і експериментом по пульсаціям швидкості і числу Нуссель-

та, тривимірне моделювання дає правильні степеневі закони зміни пульсацій 

температури і вертикальної швидкості. У випадку двовимірного моделювання 

аналогічна відповідність спостерігається при порівняно невисокій надкритич-

ності (приблизно до 250). А при високій надкритичності в двовимірній конвек-

ції домінуючим фактором є наявність великомасштабної структури, що визна-

чає характеристики течії. Тут же розглянуто задачу про двовимірну, періодичну 

по горизонтальній координаті конвекцію нестисливої рідини між двома горизо-

нтальними площинами при підігріві знизу. Задачу розв’язано у двох постанов-

ках – з вільними (від напружень) і жорсткими (з умовою прилипання) гранич-

ними умовами на горизонтальних площинах. Показано, що при маленькій над-

критичності розрахунок двовимірної конвекції з жорсткими граничними умо-

вами приводить до більш точного результату, ніж розрахунок з вільними гра-

ничними умовами. Встановлено, що відмінність в граничних умовах (вільні–

жорсткі) найбільш сильно проявляється в пульсаціях вертикальної складової 
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швидкості, в той час як залежність числа Нуссельта і пульсацій горизонтальної 

складової швидкості від граничних умов виражена слабше. Перераховані вище 

задачі є важливими для моделювання нелінійної динаміки конвекції Бенара, 

однак, їх головний недолік полягає у тому, що вони не знаходять підтверджен-

ня в експериментах по зародженню конвективних комірок Бенара. 

Задача про двовимірну конвекцію розглядалася і у [86−90], де обговорю-

ється природна конвекція або конвекція Релея–Бенара, течії, що обумовлена на-

гріванням по горизонталі. Їх авторами наведено систему нелінійних диференці-

альних рівнянь у наближенні Обербека–Бусінеска, що описує двовимірну кон-

векцію в замкнутій порожнині за наявності горизонтального і вертикального 

градієнтів температури. Система записана в безрозмірних змінних «вихор, фун-

кція течії, температура, збурення температури». Отримані результати придатні 

для опису нелінійної динаміки конвекції Релея–Бенара, і можуть бути корисні 

для опису стадії зародження конвективного процесу. У [92] розглянуто й три-

вимірну постановку задачі про конвекцію в’язкої та нестисливої рідини між 

двома горизонтальними, вільними від дотичних напружень, ізотермічними 

площинами при підігріві знизу. У тривимірній конвекції середній вихровий ма-

сштаб зменшується із ростом надкритичності, у той час як у двовимірній зрос-

тає, що дозволило авторам зробити висновок про перевагу двовимірної конвек-

ції перед тривимірною. 

У [91−94] розглянуто чисельне моделювання стійкої конвективної струк-

тури в обмеженому пласкому шару в’язкої нестисливої рідини з лінійним вер-

тикальним профілем температури, що знаходиться в полі сили тяжіння. У [91] 

вивчено вплив параметрів дискретної моделі на значення критичного числа Ре-

лея, проаналізовано залежність інтегральних характеристик стаціонарної течії 

(середньої кінетичної енергії і середнього значення потоку тепла на границі об-

ласті) від величини надкритичності. Проведено чисельний аналіз трьохвимір-

них режимів теплообміну за рахунок конвекції і випромінювання в кубічній 

оболонці з двома ізотермічними гранями та адіабатичними стінками [92]. Ма-
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тематична модель побудована у безрозмірному вигляді у наближенні Бусінеска. 

Виявлено, що кореляція для інтегрального коефіцієнта теплообміну є функцію 

ключових характеристик процесу. При моделюванні у [91] чисельним методом 

досліджені умови виникнення конвективної нестійкості Релея−Бенара в елект-

рохімічній системі. Ця система являє собою два плоских горизонтальних елект-

рода з одного металу. Простір між електродами заповнено розчином солі цього 

ж металу. Враховано дві причини нестійкості: сила плавучості та електрична 

сила, що виникає в результаті утворення дуже невеликого об’ємного заряду по-

близу електрода, на якому електромеханічна реакція протікає при граничному 

дифузійному струмі. Показано, що умови виникнення нестійкості характеризу-

ються критичними значеннями двох параметрів, що відповідають двом зазна-

ченим силам. Автори також звертають увагу на взаємний вплив цих сил при 

виникненні нестійкості і істотну роль співвідношення коефіцієнтів дифузії ка-

тіонів та аніонів електроліту. 

В перерахованих вище роботах зроблено акцент на дослідження сформо-

ваної періодичної структури, що закладена першими роботами Бенара, і зали-

шено поза увагою питання: яку форму мають конвективні структури на попере-

дніх етапах – від моменту зародження до розвинення їх у щільно упаковані ко-

мірки Бенара. 

 

1.4. Висновки до розділу 1 

 

У даному розділі розглянуто способи отримання легованих сталей та су-

часний стан в області дослідження теплофізичних процесів, що відбуваються 

при цьому. Відзначено, що введення різних домішок, які додаються під час 

плавлення сталі, мають позитивний вплив на якість вихідного продукту. 

Зазначено, що можна забезпечити максимальну гомогенізацію легуючої 

домішки за рахунок її переносу в розплаві сталі внаслідок конвективної течії, 
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що має стійку упорядковану структуру. Вказано на необхідність розробки нау-

ково-технічних основ використання упорядкованих конвективних структур у 

технологічному процесі вакуумно-дугового переплаву сталі для підвищення 

гомогенізації легуючої домішки. 

Зроблено аналітичний огляд сучасних наукових публікацій, в яких опи-

суються результати експериментального і теоретичного дослідження впорядко-

ваних конвективних структур, що виникають в нерівномірно нагрітій рідині, 

яка знаходиться в гравітаційному полі. 

Виділено можливі форми упорядкованих конвективних структур, які мо-

жуть перебувати в стійкому стані протягом тривалого проміжку часу, – комірки 

Бенара. 

Аналіз існуючих публікацій показує, що при невеликій температурній не-

рівномірності рідина знаходиться в стані механічної рівноваги, а конвективний 

рух починається при перевищенні числа Релея деякого критичного порогу, який 

для горизонтального плоского шару рідини з вільними межами має значення 

порядку 657. 

Слід зазначити, що до теперішнього часу при дослідженні природної кон-

векції в нерівномірно нагрітій рідині основна увага приділялася лише повністю 

сформованим впорядкованим конвективним течіям. Процесам зародження кон-

вективних структур, їх розвитку, переходу з одного в інший стан належну увагу 

не приділено. Разом з тим розгляд таких перехідних станів дозволить не тільки 

встановити закономірності конвективного теплообміну на даних етапах розвит-

ку конвективної течії і більш глибоко зрозуміти фізику самих упорядкованих 

конвективних структур у вигляді комірок Бенара і конвективних валів, але й 

визначити шляхи керування впорядкованими конвективними структурами в ро-

зплаві металу з метою підвищення процесу гомогенізації легуючої домішки.  

В цілому розділ 1 має оглядовий характер і присвячений узагальненню 

наявних теоретичних і експериментальних результатів в даній області, що до-
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зволило провести їх критичний аналіз, сформулювати мету дисертаційного до-

слідження і визначити невирішені задачі в цьому напрямку. 
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РОЗДІЛ 2 

ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ ФІЗИЧНИХ 

ВЛАСТИВОСТЕЙ ЦИЛІНДРИЧНОЇ ЕЛЕМЕНТАРНОЇ КОНВЕКТИВНОЇ 

КОМІРКИ В ШАРІ В’ЯЗКОЇ НЕСТИСЛИВОЇ РІДИНИ, ЩО 

РІВНОМІРНО ПІДІГРІВАЄТЬСЯ ЗНИЗУ 

 

2.1. Постановка задачі експериментального дослідження 

 

Для виявлення закономірностей протікання фізичного процесу зароджен-

ня і розвитку конвективного переносу в горизонтальному шарі в’язкої рідини, 

що підігрівається знизу, нами була проведена серія експериментальних дослі-

джень. 

Основні завдання, які необхідно було вирішити при виконанні даних дос-

ліджень полягали в наступному: 

1. Розробити експериментальну установку. 

2. Знайти режимні параметри для даної установки, при яких порушується 

механічна рівновага рідини. 

3. Знайти режимні параметри для даної установки, при досягненні зна-

чень яких формуються впорядковані конвективні структури у вигляді комірок 

Бенара. 

4. Варіюючи режимні параметри в установленому діапазоні перехідних 

процесів, отримати умови, за яких виникають конвективні утворення, що збері-

гають незмінну форму протягом досить тривалого проміжку часу. 

5. Експериментальним шляхом визначити геометричні та теплофізичні 

параметри отриманих стійких конвективних утворень. 

6. Виявити причини, що впливають на порушення стійкості в отриманих 

конвективних утвореннях. 

7. Узагальнити отримані експериментальні результати і зіставити їх з ек-

спериментальними даними інших дослідників. 
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2.2. Експериментальна установка для дослідження формування стій-

ких конвективних структур 

 

Для проведення експериментальних досліджень була створена установка, 

яка дозволила керувати процесом формування конвективних структур в гори-

зонтальних шарах в’язкої нестисливої рідини (рис. 2.1). Ця експериментальна 

установка описана в [1, 3, 8]. При її розробці враховувалося такі фактори: 

– конвективні структури, що утворилися повинні бути візуалізовані; 

– необхідно мати можливість керувати процесом формування і розвитку 

конвективного руху; 

– в наявності повинні бути засоби вимірювання геометричних і теплофі-

зичних параметрів конвективних структур. 

Для візуалізації конвективних структур був використаний відомий при-

йом, коли в досліджувану рідину додається добре видима дисперсна фаза для 

утворення однорідної суспензії [95]. При цьому кількість самої дисперсної фази 

має бути незначною, щоб не змінити теплофізичні властивості рідини і не 

вплинути на перебіг конвективних процесів. 

Рис. 2.1. Схематичне зображення експериментальної установки для досліджен-

ня конвективних структур в горизонтальному шарі в'язкої рідини: 

1 – електрична піч; 2 – циліндрична ємність; 3 – досліджувана суспензія; 4 – мі-

сця розташування термопар (вказано стрілками), 5 – мідна пластина 
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Дисперсійною основою була обрана рідина, що має досить високу 

в’язкість – вакуумна олива ВМ–5. Дисперсною фазою – алюмінієва пудра. 

Ємністю, в якій знаходився шар рідини, виступала циліндрична ванночка. 

Оскільки результати експериментальних досліджень конвективного тепломасо-

переносу можуть бути масштабовані на інші розміри з використанням теорії 

подібності, експерименти проводилися з незмінними розмірами ємності: її діа-

метр становив 52 мм, висота – 2,5 мм. Товщина шару рідини в ємності дотри-

мувалася на рівні 1 мм. Виходячи з даних геометричних розмірів для утворення 

суспензії було взято 2,5 мл вакуумної оливи і 0,56 мг алюмінієвої пудри. 

Як відомо (див. розділ 1), рушійною причиною утворення конвективного 

руху в горизонтальних плоских шарах рідин є температурна нерівномірність у 

вигляді перевищення температури нижньої поверхні шару над верхньою. Для 

створення і управління температурною нерівномірністю дно ємності підігріва-

лося електричною піччю з поворотним перемикачем регулювання потужності 

тепловиділення і плавним регулюванням температури термостата. Верхня по-

верхня рідини перебувала в контакті з повітрям більш низької температури. 

Між ємністю і піччю містилася плоска мідна пластина з наступними га-

баритами: висота 5 мм, довжина і ширина 7 і 8 см, відповідно. Таким чином між 

електричною піччю і ванночкою був масив, що мав високу теплопровідність і 

теплоємність. Завдяки цьому створювалися умови для підтримки рівномірності 

температури на нижній поверхні шару рідини. 

Вимірювання температур здійснювалося за допомогою термопар. При 

цьому фіксувалася температура верхній межі шару рідини і температура дна 

ємності, яка ототожнювалася з температурою нижньої поверхні шару рідини. 

Геометричні розміри стійких конвективних структур визначалися візуально за 

допомогою лінійки. Для вимірювання швидкості рідини використовувалися мі-

кроскоп МБС – 9 і відеозйомка з наступною обробкою результатів спостере-

ження. Детально методику вимірювання швидкості рідини наведено в підрозді-

лі 2.7. 
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Згідно з описаними умовами, в результаті підігріву ємності електричною 

піччю температура оливи на дні ємності могла варіюватися в межах від 20 до 

220 С. Кінематична в’язкість вакуумної оливи при зазначених температурах 

оцінювалася величиною 10
–5

 м
2
/с [96]. Температуропровідність – 0,014 м

2
/с. 

Дана установка була протестована шляхом проведення експерименту що-

до створення комірок Бенара в розглянутому шарі рідини. В результаті підігрі-

ву дна ємності до температури 120 С в шарі рідини формувалися впорядковані 

конвективні структури у вигляді комірок Бенара, які щільно заповнювали весь 

її об’єм. При цьому температура верхнього шару рідини становила 100 С, тоб-

то температурний перепад між нижньою і верхньою поверхнею шару становив 

20 С. Діаметр комірок Бенара становив 3,2 мм [1, 3−5, 8−10, 14−16]. 

При відключенні печі і зниженні температури рідини остання повертала-

ся в стан механічної рівноваги. Збільшення температури дна ємності понад 

120С приводило до інтенсифікації руху рідини в комірках Бенара. Подальше 

збільшення температури тягло за собою руйнування упорядкованої структури 

комірок Бенара і перехоід в стадію хаотичного конвективного руху. 

Таким чином, створена експериментальна установка дозволяє досліджу-

вати всі перехідні етапи формування та розвитку конвективних структур від 

повної механічної рівноваги рідини до комірок Бенара. 

 

2.3.Зародження і розвиток конвективних структур при збільшенні 

температури нижньої поверхні шару рідини 

 

Для дослідження зародження і розвитку конвективних структур на пере-

хідному процесі від механічної рівноваги рідини до розвинених комірок Бенара 

здійснювався поступовий нагрів дна ємності від кімнатної температури до рівня 

встановленого раніше: 1201 С. 
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При досягненні температури дна ємності 4 С в шарі оливи сформувалася 

стійка конвективна структура у вигляді замкнутої системи циркуляції цилінд-

ричної форми. Висота такої конвективної комірки відповідала товщині шару рі-

дини, а діаметр становив 3,2 мм. 

З подальшим збільшенням температури дна ємності дана конвективна 

комірка зберігала свою форму, розміри і місце розташування, а в інших части-

нах шару оливи формувалися аналогічні стійкі конвективні структури, число 

яких поступово зростало. При цьому такі конвективні комірки не контактували 

один з одним, а були розділені проміжками рідини,  в яких рух або не спостері-

гався, або був нестійким. Далі такі відокремлені стійкі конвективні структури 

циліндричної форми будемо називати елементарними конвективними комірка-

ми (ЕКК). 

На рис. 2.2 наведено фотографії ЕКК при різних рівнях температури дна 

ємності. 

Як можна побачити, при температурі нижньої поверхні шару рідини 

45 С (рис. 2.2, б) вже спостерігається утворення трьох комірок. Близько п’яти 

ЕКК ми спостерігаємо при 50 С (рис. 2.2, в) і близько п’ятнадцяти – при тем-

пературі нижньої поверхні шару рідини 56 С (рис. 2.2, г). При подальшому 

збільшенні температури дна ємності відбувалося утворення нових ЕКК, які 

зрештою щільно заповнювали весь об’єм, починають стикатися одна з одною і 

зрештою змінювали форму на призматичну з формуванням впорядкованої кон-

вективної структури у вигляді шестикутних комірок Бенара. 

Поряд з температурою нижньої поверхні шару рідини фіксувалася і тем-

пература верхньої поверхні. Отримані дані для випадків, що зображені на 

рис. 2.2, зведені в таблицю 2.1. 
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 а) б) 

   

 в) г) 

Рис. 2.2. Зародження циліндричних конвективних комірок: 

а) – температура дна ємності 44 С; б) – 45 С; в) – 50 С; г) – 56 С 

 

Таблиця 2.1 

Відповідність температури рідини і кількості ЕКК 

Температура 

поверхні 

шару рідини, ºС 

Перепад 

температур, 

С 

Кількість 

ЕКК 

нижньої верхньої 

44 34 10 1 

45 35 10 3 

50 39 11 5 

56 43 13 15 
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Таким чином, можна зробити висновок, що зі збільшенням температури 

дна ємності збільшується не тільки кількість ЕКК, а й поступово зростає пере-

пад між температурою нижньої і верхньої поверхонь шару рідини. 

Отримані експериментальні результати щодо геометричних розмірів ЕКК 

наведені в таблиці 2.2 в порівнянні з результатами інших експериментів, які 

проводилися з іншими рідинами. Похибка наведених експериментальних даних 

становить величину порядку 5–10%. На підставі цих даних можна зробити ви-

сновок, що незалежно від виду досліджуваної рідини і товщини її шару безроз-

мірний діаметр ЕКК (відношення діаметра до висоти) залишається незмінним 

на рівні 3,0–3,3 мм. 

 

Таблиця 2.2 

Геометричні розміри конвективних комірок 

Джерело даних 
Діаметр 

ЕКК, мм 

Товщина 

шару 

рідини, 

мм 

Відношення 

діаметру до 

висоти ЕКК 

Е. Д. Ейдельман [97] 3,0 1,0 3,0 

Е. Л. Кошмідер [98] 6,25 1,9 3,3 

Експериментальні 

дані автора [1, 3−5, 

8−10, 14, 15] 

 

3,2 

 

1,0 

 

3,2 

 

Зауважимо також, що процес формування і розвитку елементарних кон-

вективних комірок циліндричної форми з подальшим їх переходом в комірки 

Бенара є оборненим – при зниженні температури нижнього шару оливи від 

120 С до кімнатної температури комірок Бенара спочатку трансформуються і 

розпадаються на окремі циліндричні ЕКК, кількість яких поступово зменшуєть-

ся аж до припинення конвективного руху в рідині і встановлення механічної рі-
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вноваги. При цьому співвідношення температур поверхні шарів і кількості ЕКК 

залишається таким самим як і при підвищенні температури. 

 

2.4. Дослідження зміни розмірів елементарних конвективних комірок 

 

При проведенні даного експерименту крім керованого теплового впливу 

на шар досліджуваної рідини також створювався додатковий вплив, який вно-

сив збурення в вільні конвективні структури – на верхній поверхні шару рідини 

організовувалися штучні бар’єри, що перешкоджали її руху. Для цього на пове-

рхню оливи накладалися кільця різних діаметрів, що були виготовлені з мідно-

го дроту товщиною 0,5 мм. Підігрів дна ємності здійснювався в діапазоні від 

кімнатної температури до 135±1 С. 

Методика проведення експерименту полягала в наступному. Спочатку 

шар рідини розігрівався до такого стану, що в ньому формувалися впорядковані 

конвективні структури у вигляді комірок Бенара. Потім на поверхню оливи на-

кладалося мідне кільце. Це призводило до того, що в області накладення кільця 

упорядкована структура порушувалася, і всередині кільця утворювалися одна 

або кілька циліндричних ЕКК (рис. 2.3). В ході експерименту діаметр мідного 

кільця варіювався від 3 до 11 мм, з кроком 1 мм. 

З наведених на рис. 2.3 фотографій можна зробити висновок, що діаметр 

конвективної комірки змінюється дискретно. Таким чином, накладення мідного 

кільця діаметром до 5 мм приводить до утворення однієї видимої комірки діа-

метром 2,5 мм. При досягненні діаметру кільця величини 5 мм відбувається 

стрибкоподібне збільшення розміру конвективної комірки до величини, що збі-

гається з діаметром відокремленої ЕКК у вільному шарі рідини (див. підрозділ 

2.3), який залишається незмінним і у випадку мідних кілець більшого діаметру 

аж до 7 мм. Коли діаметр кільця становить 7 мм знову відбувається стрибкопо-
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дібне збільшення діаметру комірки. Наступний стрибок спостерігається при 

9 мм. 

 

   

а) б) в) 

   

г) д) е) 

Рис. 2.3. Відокремлені ЕКК в мідному кільці: 

а) – діаметр кільця 3 мм; б) – 4 мм; в) – 5 мм; 

г) – 6 мм; д) – 7 мм; е) – 8 мм; ж) – 9 мм; з) – 10 мм [8] 

 

На рис. 2.3, д), е) можна побачити формування темного кільця на перифе-

рії комірки, що відповідає формуванню конвективного кільця, аналогічно тому, 

що спостерігається в [98]. 

Подальше збільшення діаметру мідного кільця (більше 9 мм) приводить 

до утворення в ньому трьох конвективних комірок мінімального діаметра, що 

свідчить про те, що зона рідини, яка обмежена мідним бар’єром, має досить ве-

ликий діаметр, і характер протікання в ній конвективних процесів і утворення 

стійких конвективних структур той же самий, що і в усій ванночці. Тому дослі-
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дження формування відокремлених конвективних комірок в мідному кільці при 

подальшому збільшенні його діаметру не проводилося. 

На підставі отриманих експериментальних результатів можна зробити на-

ступний висновок. Залежність зростання діаметру ЕКК при збільшенні діаметру 

мідного кільця, що накладається на поверхню шару рідини, є дискретною. Її 

графічне зображення наведено на рис. 2.4. При відносно невеликих діаметрах 

кільця (5–6 мм) розміри комірки, що сформувалися в ньому, збігаються з розмі-

рами відокремленої ЕКК у вільному шарі рідини. При більшому діаметрі кільця 

(починаючи з 7 мм і вище) розмір комірки стрибкоподібно збільшується, про-

ходячи через два стійких стани. Після чого в кільці утворюються кілька ЕКК 

меншого діаметру. 

 

 

Рис. 2.4.Залежність діаметру ЕКК Dc від діаметру кільця Dr 

 

Накладення кільця діаметром менше 5 мм викликає формування цилінд-

ричної конвективної комірки з діаметром менше, ніж діаметр відокремлених 

ЕКК у вільному шарі рідини. При цьому може виникнути ситуація аналогічна 
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тій, що спостерігається на рис. 2.3, б) – між кільцем і конвективною коміркою 

існує прошарок рідини. Таким чином дану комірку можна розглядати як відо-

кремлену ЕКК. З урахуванням того, що згідно з результатами, описаним в по-

передньому підрозділі, діаметр відокремленої ЕКК прямо пропорційний її ви-

соті, можна зробити припущення, що в такому випадку в кільці формуються дві 

ЕКК комірки, які розташовані одна над іншою. 

 

2.5. Руйнування елементарних конвективних комірок в горизонталь-

ному шарі в’язкої нестисливої рідини 

 

В ході роботи були також виконані дослідження впливу локальних зов-

нішніх теплових збурень на конвективний рух в ЕКК, а саме вплив локальної 

зміни температури поверхні шару рідини. Були проведені два види експеримен-

тів, які відрізнялися способом зміни температури на верхній межі шару рідини. 

У першому випадку на верхню межу шару рідини, в районі, де сформува-

лася ЕКК, зі шприца ємністю 1 мл скидалася мікрокрапля вакуумної оливи без 

додавання алюмінієвої пудри. Температура оливи в шприці вимірювалася тер-

мопарою і становила 17 °C. 

Через велику різницю температур верхнього шару оливи і мікрокраплі, 

яка перебувала в шприці, спостерігався ефект Лейденфроста [99]: рідина мікро-

краплі в місці контакту зі значно більш гарячою оливою ЕКК утворювала ізо-

люючий шар пари, який запобігав швидкому нагріванню рідини мікрокраплі. В 

результаті цього мікрокрапля якийсь час переміщалася по поверхні оливи на 

паровій подушці, що утворилася на її нижній межі. Потім температура мікрок-

раплі наближалася до температури верхньої межі оливи, мікрокрапля руйнува-

лася і розтікалася на поверхні оливи, тим самим знижуючи температуру цієї 

поверхні. Описані вище процеси відображені на рис. 2.5. 
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а) б) в) 

Рис. 2.5. Руйнування конвективних комірок в вакуумній оливі 

мікрокраплями охолодженої вакуумної оливи: 

а) – скидання мікрокраплі на поверхню ЕКК; 

б) – рух краплі на поверхні шару; 

в) – руйнування ЕКК в результаті розтікання мікрокраплі [3, 8] 

 

На рис. 2.5, а) показано початкове положення мікрокраплі вакуумної оли-

ви після її скидання з голки шприца на поверхню оливи. На малюнку видно, що 

спочатку мікрокрапля через ефект Лейденфроста знаходиться в підвішеному 

стані над поверхнею оливи і розташовується праворуч від центру конвективної 

комірки. Потім вона зміщується трохи вліво (рис. 2.5, б) від центра комірки. В 

результаті розігріву мікрокрапля розпадається і її більш холодна олива розтіка-

ється по поверхні комірки (рис. 2.5, в), що призводить до руйнування останньої. 

Іншими словами руйнування ЕКК відбувається внаслідок зниження температу-

ри її верхньої межі. 

Слід зазначити, що скидання мікрокраплі з розігрітої оливи на поверхню 

шару рідини не приводить ні до появи ефекту Лейденфроста, ні до руйнування 

ЕКК. 

Таким чином, експериментально показано, що локальне зменшення тем-

ператури верхньої межі шару рідини в результаті скидання на її поверхню 

більш холодної краплі оливи призводить до руйнування ЕКК, що знаходиться в 

цьому місці. 
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У другому випадку локальна зміна температури поверхні шару рідини 

здійснювалася безконтактним чином. Щуп, який був виготовлений з мідного 

дроту діаметром 1 мм, попередньо розігрівався, після чого наближався до пове-

рхні шару рідини з сформованими ЕКК. При цьому не проводився дотик щупа 

до поверхні шару рідини, тобто механічний вплив на конвективний потік був 

відсутній, але мав місце тепловий вплив за рахунок променистого теплообміну. 

Протікання даного експерименту відображено на рис. 2.6. На наведених знім-

ках видно, що на початку процесу (рис. 2.6, а) конвективна комірка була стійка 

і мала чітко окреслені межі. Після наближення до центру конвективної комірки 

мідного щупа протягом 1–2 с відбувалося руйнування ЕКК (рис. 2.6, б), що по-

лягало в зникненні її межі і руйнуванні конвективної течії. Після того, як щуп 

забирався, протягом певного часу на місці зниклої ЕКК знову з’являлася конве-

ктивна комірка такого ж виду. 

Таким чином, можна зробити висновок, що збільшення температури вер-

хньої межі ЕКК конвективної комірки в вакуумній оливі в результаті безконта-

ктного впливу розігрітим мідним щупом призводить до її руйнування. 

 

  

а) б) 

Рис. 2.6. Тепловий вплив мідного щупа на ЕКК: 

а) – початок наближення щупа до комірки; б) – руйнування ЕКК 
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2.6. Формування повітряних конвективних комірок в багатошарово-

му рухомому середовищі 

 

Окрема серія експериментальних досліджень була присвячена формуван-

ню упорядкованих конвективних структур в двошаровому середовищі. Нижній 

шар складався з олійно-алюмінієвої суспензії, яка використовувалася і в попе-

редніх експериментах. Верхній складався з повітря, що знаходилось над повер-

хнею суспензії. 

Температура нижньої межі суспензії підтримувалася на рівні 130±1 °С. 

При цьому верхня межа даного шару мала температуру порядку 120 °С. Після 

утворення ЕКК в олійно-алюмінієвій суспензії, ємність накривалася прозорим 

скляним ковпаком, під який для візуалізації конвективних процесів в повітря-

ному прошарку запускався дим. Після припинення зовнішнього механічного 

впливу (вдування диму) на повітряний шар, в ньому також формувалися стійкі 

конвективні структури у вигляді ЕКК (рис. 2.7). 

 

 

Рис. 2.7. Утворення повітряних конвективних комірок 

над ЕКК з вакуумної оливи [9] 

 

На рис. 2.7 видно, що повітряні ЕКК, що утворилися над поверхнею оли-

ви, мають розміри, що повторюють розміри ЕКК з оливи. Напрямок конвекції в 

повітряних комірках відповідає конвекції в конвективних структурах, які в лі-
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тературі [100] мають назву g-комірок, тобто є протилежним напрямку конвекції 

в оливі. 

Ідентичність геометричних розмірів і течій в конвективних комірках в 

оливі і повітрі можна пояснити їх подобою, а симетричне їх розташування одна 

над іншою – явищем захоплення частинок повітря рухом оливи на межі їх роз-

ділу в результаті розвитку нестійкості Кельвіна−Гельмгольца [69]. 

Конвективні течії в оливі і повітрі подібні, коли числа Релея і Прандтля 

однакові [72]. Покажемо, що числа Релея для двох середовищ можна порівняти. 

В таблиці 2.3 наведено дані теплофізичних властивостей повітря і оливи [102]. 

 

                                                                                             Таблиця 2.3 

Теплофізичні параметри середовищ 

Найменування параметрів Повітря Олива 

Коефіцієнт теплового  

розширення , K
–1

 
2,68×10

–3
 2,97×10

–3
 

Характерний розмір області 

рідини h, м 
2×10

–3
 2×10

–3
 

Кінематична в’язкість  

рідини ν, м
2
/с 

2,29×10
–5

 1×10
–5

 

Температуропровідність  

рідини χ, м
2
/с 

2,216×10
–7

 7,38×10
–7

 

 

Виходячи з цих даних, знайдемо відношення чисел Релея (олива − повіт-

ря) 

 

 

(2.1) 
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Результат обчислень показує, що відношення чисел Релея для повітря і 

вакуумної оливи в межах похибок вимірювань можуть приймати значення по-

рядку одиниці, тобто вони збігаються. 

При формуванні стійких конвективних комірок число Прандтля не визна-

чає критичне хвильове число конвективної комірки. З цієї причини числа Пран-

дтля для повітря і оливи можна покласти рівними. 

Таким чином, збіг чисел Релея, і обґрунтований вище збіг чисел Прандтля 

вказують на те, що конвективні комірки, утворені в повітрі і в оливі, подібні, і 

для їх опису можна використовувати однакові математичні моделі і розв’язки. 

 

2.7. Визначення швидкості масопереносу в конвективній комірці 

 

Одним з важливих питань, що виникають при вивченні властивостей кон-

вективних структур, є питання про величину швидкості конвективного масопе-

реносу. 

Для вимірювання швидкості конвективного потоку проведена серія екс-

периментів, в яких як і в попередніх випадках використовувалася та сама су-

спензія алюмінієвої пудри в оливі. Температура оливи на дні ємності підтриму-

валася на рівні 1501 С. В одну з сформованих ЕКК, діаметр якої становив 

17 мм, зверху вертикально опускався вимірювальний пристрій, що складався з 

двох паралельно розташованих тонких циліндричних мідних щупів діаметром 

0,04 мм. Довжина одного щупа дорівнювала 4,3 мм, іншого – 5,4 мм. Щупи за-

кріплювалися в металевому стрижні, на яких розташовувався транспортир для 

визначення кута відхилення довшого щупа, що занурювався в рідину, відносно 

до короткого (рис. 2.8). 
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а) 

 

б) 

Рис. 2.8. Положення щупа: 

а) – до занурення в оливу, б) – після занурення 

 

На рис. 2.8 можна побачити, що після занурення щупа в ЕКК в точку, що 

віддалена від центру комірки, кут його відхилу становив ~1±0,5º. Для визна-

чення швидкості масопереносу в комірці по величині кута відхилення необхід-

но було провести градуювання вимірювального пристрою. 
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Градуювання здійснювалося в вертикальному струмені води, що вільно 

витікала з крану. Регулюючи вентилем потік води з крану, і вимірюючи діаметр 

струму води, її масу і час, можна визначити швидкість течії води Vв за форму-

лою 

 

 
, (2.2) 

 

де M – маса, що потрапила до ємності води;  

d – діаметр струменя води;  

 – густина води;  

t – час витікання води в ємність. 

Кут відхилення довгого щупа, що вводився в струмень води перпендику-

лярно потоку, зіставлявся зі швидкістю витікання води з крану. 

У таблиці 2.4 наведено експериментальні дані вимірювання залежності 

кута відхилення щупа від швидкості потоку води. 

 

Таблиця 2.4.  

Дані градуювання 

Маса води, 

M, г 

Час, 

t, с 

Кут відхилення, 

α, град 

Діаметр струменя, 

d, мм 

Швидкість води, 

V, см/с 

 

6 

1

0 

 

2 

 

1,5 

 

0,34 

 

40 

1

0 

 

4 

 

2,5 

 

0,82 

 

50 

1

0 

 

5 

 

2,6 

 

0,94 

 

140 

1

0 

 

9 

 

3 

 

1,98 
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Для опису аналітичної залежності кута відхилення щупа від швидкості 

потоку води вважатимемо, що щуп має циліндричну форму. В цьому випадку 

сила опору щупа F = 2kl2sin(/2) потоку води, що набігає, на одиницю його до-

вжини визначається формулою Стокса−Озеена [69] 

 

 , (2.3) 

 

де k – коефіцієнт жорсткості мідного щупа; 

l2 – його довжина;  

– кут відхилення щупа (град);  

в – коефіцієнт динамічної в'язкості води;  

Re = ρVвdщ/в  – число Рейнольдса;  

dщ – діаметр щупа. 

Коефіцієнт жорсткості мідного щупа слабо залежить від температури 

(зменшується лінійно з ростом температури) в діапазоні від кімнатної до   

500 С [103]. Тому будемо вважати відношення коефіцієнтів жорсткості мідно-

го щупа при кімнатній температурі (температурі води) kв і при температурі оли-

ви kм порядку одиниці: kв/kм  1. 

Використовуючи експериментальні дані таблиці 2.4, і, з огляду на той 

факт, що коефіцієнт для перекладу швидкості води у швидкість оливи визнача-

ється величиною , побудуємо графік залежності конвективної 

швидкості оливи від кута відхилення щупа. 

На рис. 2.9 наведено градуйовану залежність відхилення щупа від швид-

кості води, яка побудована для визначення швидкості оливи в комірці. 

З цього рисунка стає зрозумілим, що швидкість потоку оливи на поверхні 

конвективної комірки на відстані половини радіуса від її вісі близько 

Vм  0,02 см/с. 
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Рис. 2.9. Градуйована крива 

 

Швидкість руху оливи в ЕКК вимірювалася також візуально з викорис-

танням мікроскопа МБС-9. Вимірювання проводилося наступним чином. У мі-

кроскопі замість предметного скла розташовувалася ємність із шаром дослі-

джуваної рідини так, щоб площа поверхні оливи була ортогональна відносно 

оптичної вісі головки мікроскопа. Замість окуляра закріплювалася фотокамера, 

за допомогою якої проводилася відеозйомка переміщення маркера (обрана мік-

рочастинка алюмінієвої пігментної пудри пластинчастої форми) від центра ко-

мірки до її периферії. Покадровий аналіз відеозйомки переміщення маркерів 

(показані стрілками на рис. 2.10) дав можливість оцінити їх миттєву швидкість. 

Аналіз набору отриманих експериментальних даних миттєвих швидкостей мар-

керів дозволив визначити максимальну радіальну швидкість руху оливи. 
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Рис. 2.10. Вид конвективних комірок і положення маркерів 

 

Розрахунок миттєвої швидкості маркерів показав, що вона має випадкові 

зміни. Ці зміни відбуваються через обертання маркерів в потоці оливи, що їх 

несе, яке характеризується наявністю градієнта радіальної швидкості в перпен-

дикулярному руху потоку напрямку. Обертання маркера змінює силу захоплен-

ня його потоком. Тому результуюча залежність радіальної швидкості частинки 

від радіуса оцінювалася за кривими, що огинають експериментальні точки мит-

тєвої швидкості, які побудовані відповідно до аналітичного виразу залежності 

радіальної швидкості від радіуса комірки. 

На рис. 2.11 квадратними маркерами наведено значення радіальних шви-

дкостей частинок в залежності від їх положення щодо центру конвективної ко-

мірки (в відносних одиницях). Криві, що огинають експериментальні точки на 

рис. 2.11, визначають залежність радіальної швидкості конвективного руху 

оливи від радіуса. В результаті таких побудов можна зробити висновок, що ма-

ксимальна радіальна швидкість руху оливи в конвективних комірках 1–3 (див. 

рис. 2.10) становить величину 3,5–5,2 мм/с. 
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Рис. 2.11. Значення горизонтальних швидкостей частинки: 

а) – R = 1,37 мм, б) – R = 1,14 мм, в) – R = 1,78 мм, г) – R = 1,8 мм 

 

Таким чином, показано, що швидкість масопереносу в конвективній ко-

мірці залежить від розмірів комірки і в середньому може становити величину 

порядку 4,35 см/с. 
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2.8. Висновки до розділу 2 

Для проведення експериментальних досліджень по зародженню і розвит-

ку упорядкованих конвективних структур в горизонтальних шарах в’язкої не-

стисливої рідини було створено експериментальну установку та розроблено ме-

тодики вимірювання швидкості рідини в ЕКК. Для візуалізації конвективних 

структур в якості рідини використовувалася суспензія, що складалася з вакуум-

ної оливи і алюмінієвої стружки. Дана установка була протестована шляхом 

проведення експерименту по створенню комірок Бенара в розглянутому шарі 

рідини. 

Проведені експерименти показали, що в шарі в’язкої рідині, який підігрі-

вається знизу, при перевищені перепаду температур між нижньою і верхньою 

межами деякого рівня, до якого зберігається механічна рівновага, утворюються 

елементарні конвективні комірка – стійкі конвективні структури циліндричної 

форми, які залишаються незмінними (зберігає форму, розміри і положення) і 

відокремлені одна від іншої. З ростом температури кількість ЕКК збільшується, 

аж до щільного заповнення шару рідини з подальшим переходом їх у комірки 

Бенара. Даний процес є оберненим – з пониженням температури комірки Бена-

ра трансформуються в циліндричні ЕКК, кількість яких поступово зменшуєть-

ся. Висота ЕКК збігається з товщиною шару рідини, а відношення діаметру до 

висоти складає близько 3,2 [1, 3, 5, 8, 10, 15]. 

Штучна механічна перешкода у вигляді кільця з мідної проволоки, яку 

розташовано на поверхні шару приводить до зміни фізичних умов формування 

ЕКК. Показано, що в таких випадках можна створювати умови для формування 

ЕКК різного діаметру, який приймає значення з дискретного набору                

величин [8]. 

Локальне зменшення або збільшення температури верхньої межі шару рі-

дини призводить до руйнування ЕКК, що знаходиться в цьому місці. Після зни-

кнення локального теплового збурення ЕКК відновлюється. 
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У двошаровому рухомому середовищі (нижній шар – олива, верхній – по-

вітря), що підігрівається знизу, ЕКК утворюються в кожному шарі. При цьому 

комірки в дотичних шарах розташовуються попарно, одна над іншою, мають 

однакові геометричні розміри, а конвективна течія в них відбувається в проти-

лежних напрямках [9]. 
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РОЗДІЛ 3 

МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ТЕПЛОПЕРЕНОСУ В 

ЕЛЕМЕНТАРНІЙ КОНВЕКТИВНІЙ КОМІРЦІ 

 

3.1. Вихідна система рівнянь 

 

Розглянемо нескінченний в напрямках осей x~  і y~  плоский горизонталь-

ний шар в’язкої рідини товщиною h. Ось z~  направимо вгору, перпендикулярно 

межам шару z~ = 0 і z~  = h. Будемо вважати, що на нижній і верхній межах шару 

підтримуються відомі постійні температури T1 і T2. При цьому шар рідини піді-

грівається знизу, тобто T2 > T1. Як згадувалося в розділі 1, при відносно невели-

кій різниці цих температур теплоперенос від нижньої до верхньої межі шару рі-

дини здійснюється тільки за рахунок теплопровідності, а конвективний перенос 

не відбувається. Іншими словами рідина знаходиться в стані механічної рівно-

ваги – її рух відсутній. 

Будемо вважати, що крім перепаду температур перепад тисків також не-

великий, тобто теплопровідність рідини можна прийняти постійною величи-

ною. З урахуванням того, що в розглянутій задачі відсутні внутрішні джерела 

тепла, в стані механічної рівноваги розподіл температури в шарі рідини опису-

ється функцією, що лінійно залежить від координати z~  

 T0( z~ ) = T2 –  z~ /h, (3.1) 

де  = T2 – T1  – перепад між температурами нижньої і верхньої меж ша-

ру. 

Як зазначалося в розділі 1, при математичному моделюванні процесів 

конвективного переносу в шарах в’язких нестисливих рідин в якості шуканих 

фізичних полів доцільно розглядати не поля швидкості, тиску та температури 

рідини, а фізичні поля відхилень цих величин (збурень) від аналогічних пара-

метрів рідини, що знаходиться в стані механічної рівноваги. Тут також слід за-
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уважити, що внаслідок того, що в стані механічної рівноваги швидкість в кож-

ній точці дорівнює нулю, збурення швидкості збігається з абсолютною величи-

ною швидкості. Тому далі, ведучи мову про швидкість, будемо слово «збурен-

ня» по можливості опускати. 

У разі досить малих збурень математичні співвідношення, які описують 

основоположні закони збереження, можуть бути записані у вигляді системи рі-

внянь Нав'є–Стокса, енергії і нерозривності в наближенні Бусінеска, які після 

приведення до безрозмірного вигляду приймають форму [104] 

 

Ra zTp
t


   



v
v e  ,

 
(3.2) 

Pr z

T
v T

t


  


 , (3.3) 

div( ) 0v  , (3.4) 

 

де v – вектор безрозмірної швидкості; 

vz – його вертикальна компонента; 

t – безрозмірний час; 

p – безрозмірне збурення тиску; 

T – безрозмірне збурення температури; 

ez – одиничний вектор, що прямований перпендикулярно шару рідини ве-

ртикально вгору; 

 
–   число Релея;  

Pr = υχ – число Прандтля,  

 – коефіцієнт температуропровідності рідини; 

 – коефіцієнт кінематичної в’язкості рідини; 

g – прискорення вільного падіння; 

β – коефіцієнт об’ємного термічного розширення рідини. 
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В (3.2)–(3.4) одиницями виміру є такі величини: 

– відстані – товщина шару рідини h; 

– часу – відношення квадрату товщини шару до кінематичної в’язкості h
2
/; 

– швидкості – відношення температуропровідності до товщини шару /h; 

– тиску – комплекс 0/h
2
 (тут 0 – значення щільності рідини, що використо-

вується в наближенні Бусінеска), 

– температури – різниця температур на межах шару . 

Зауважимо, що в цьому випадку безрозмірна вертикальна координата z 

змінюється в межах 0 < z < 1. 

Як видно, рівняння (3.2)–(3.4) є однорідними лінійними параболічними. 

Оскільки збурення малі, згідно лінійної теорії стійкості всі частинні розв’язки 

залежать від часу за експоненціальним законом: , в цьому 

випадку говорять про так звані «нормальні» збурення [69]. 

Як видно з результатів розділу 2, на початку формування впорядкованої 

гексагональної конвективної структури в горизонтальному шарі в’язкої рідини, 

що підігрівається знизу, формуються відокремлені конвективні комірки цилін-

дричної форми, які ми назвали елементарними. Оскільки всі ці комірки мають 

однаковий розмір, картина протікання теплофізичних процесів в них ідентична. 

Тому при моделюванні будемо розглядати одну ЕКК. В силу того, що вона має 

циліндричну форму, перепишемо систему рівнянь (3.2)–(3.4) в циліндричній 

безрозмірній системі координат (r, , z). Перед цим виключимо з розглянутих 

рівнянь тиск і горизонтальні компоненти швидкості аналогічно тому, як це 

зроблено в [69], шляхом застосування операції rot rot () до першого рівняння. 

Через те, що 

 

 rot rot() = grad div() – (), (3.5) 

 

рівняння (3.2) можна переписати у вигляді 
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 . (3.6) 

 

У лівій частині (3.6) можна поміняти місцями похідну часу з операторами 

дивергенції, градієнта і ротора. Згідно (3.4) дивергенція швидкості дорівнює 

нулю, тобто перший доданок в лівій частині (3.6) обнуляється. Перший доданок 

в правій частині (3.6) так само обнуляється, через те, що згідно з властивістю 

диференціальних операторів ротор від потенційного поля (в даному випадку 

потенціалом є тиск) дорівнює нулю. Другий доданок після заміни місцями опе-

раторів дивергенції і Лапласа з урахуванням (3.4) також дає нуль. 

Розглянемо докладніше останні два доданки в (3.6). В циліндричній сис-

темі координат вони мають вигляд 
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Таким чином (3.7) дає 
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В результаті проекції (3.8) на ось z отримаємо 
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де  – плоский лапласіан, який в циліндричній системі координат має 

вигляд 
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Рівняння (3.3) перепишемо як 

 

 zvT
t

T
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


Pr . (3.11) 

 

В результаті отримуємо систему з двох рівнянь (3.9) і (3.11), розв’язавши 

яку, можна знайти збурення температури T і осьову компоненту швидкості vz. 

Експериментальні дослідження (див. розділ 2) показують, що течія в ЕКК 

має осьову симетрією. Тобто в циліндричній системі координат всі окремі похі-

дні по кутовій координаті дорівнюють нулю. З урахуванням цього факту рів-

няння (3.9) і (3.11) в циліндричній системі координат приймуть такий вигляд: 
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За умовою задачі на межах шару в будь-який момент часу в будь-якій то-

чці підтримуються постійні температури. Тому збурення температури на них 

відсутні, що дає теплові граничні умови першого роду: 

 

 T|z=0 = 0,     T|z=1 = 0. (3.14) 

 

Рух рідини через межі шару відсутній, отже на них перпендикулярна скла-

дова швидкості дорівнює нулю: 

 

 vz|z=0 = 0,     vz|z=1 = 0. (3.15) 

 

Також відсутня течія через бічну поверхню циліндричної ЕКК, тобто 

 

 vr|r=R = 0. (3.16) 

де vr – вертикальна компоненту швидкості; 

R – радіус ЕКК. 

Вочевидь на вісі симетрії комірки течія в радіальному напрямку також ві-

дсутня, тобто 

 

 vr|r=0 = 0. (3.17) 

 

Оскільки в даній роботі розглядаються вільні межі шару рідини, на них 

відсутні дотичні напруження 
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(3.18) 

Запишемо рівняння нерозривності (3.4) в циліндричній системі координат 

з урахуванням осьової симетрії 
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Продиференціюємо (3.19) по z і розглянемо отриманий вираз на межах 

шару. У результаті, з урахуванням (3.18), маємо 
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 (3.20) 

 

При відомих розподілах швидкості і збурення температури в початковий 

момент часу (початкові умови) система рівнянь (3.12), (3.13) з граничними умо-

вами (3.14)–(3.17) і (3.20) дозволяє однозначно визначити збурення температу-

ри T і осьову компоненту швидкості vz в будь-який момент часу в будь-якій то-

чці простору. З (3.19), знаючи vz, можна отримати радіальну компоненту швид-

кості vr, після чого з (3.2) – збурення тиску p. 

 

3.2. Аналітичні розв’язки для швидкості і збурення температури 

 

Рівняння (3.12), (3.13) є параболічними за часом. Тому згідно з теорією 

лінійних диференціальних рівнянь їх частинні розв’язки експоненціально зале-
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жать від часу [106, 107]. Як було сказано в попередньому підрозділі, в плоскому 

лапсасіані (3.10) залишається лише радіальна координата. В цьому випадку ро-

зділення змінних в рівнянні другого порядку (3.13) приведе до рівняння Бесселя 

нульового порядку відносно радіальної складової частинних розв’язків, яке з 

урахуванням обмеженості температури на вісі ЕКК дає власні функції плоского 

лапсасіана у формі функцій Бесселя нульового порядку. Таким чином частинні 

розв’язки рівняння (3.13) можна записати як 

 

   0( , , ) ( ) exprT t r z z J k r t      , (3.21) 

 

де  – власні числа задачі; 

(z) – амплітуда збурення температури; 

J0(x) – функції Бесселя першого роду нульового порядку від аргументу x ; 

kr – радіальне хвильове число, що характеризує залежність від поперечної 

координати r. 

Оскільки система власних функцій лінійних диференціальних операторів 

є повною в просторі функцій, до яких належать розв’язки задачі [106, 107], то 

по ним в ряд можна розкладувати і розв’язок рівняння (3.12). Тобто його час-

тинні розв’язки матимуть аналогічний вигляд: 

 

   0( , , ) ( ) exp ,z rv t r z v z J k r t     (3.22) 

 

де v(z) – амплітуда вертикальної швидкості; 

У літературі такі частинні розв’язки (3.21), (3.22) прийнято називати «но-

рмальні моди» [69]. 

Підставляючи (3.21) і (3.22) в (3.12) і (3.13), отримаємо ту ж саму систему 

звичайних однорідних диференціальних рівнянь для амплітуд v(z) і (z), що і в 
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задачах вільної конвекції в конвективних валах і інших конвективних структу-

рах, які в [69] розглядалися в декартовій системі координат: 

 

2 4 2
2 2 4 2

2 4 2

2
2

2

2 Ra

Pr

r r r r

r

d v d v d v
k v k k v k

dz dz dz

d
k v

dz

 


  

 
      

 

   

 

, 

(3.23) 
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. 

 

В [69] показано, що для граничних умов, що є аналогічними (3.20), 

розв’язки системи (3.23) є простими гармоніками sin(nz), n = 1, 2, 3, … . 

В результаті отримуємо частинні розв’язки для вертикальної компоненти 

швидкості і збурення температури в ЕКК: 

 

 vz(t, r, z) = Asin(nz)J0(krr)exp(–t), (3.24) 

 T(t, r, z) = Bsin(nz)J0(krr)exp(–t), (3.25) 

 

де n = 1, 2, 3, … – натуральні числа; 

A і B – постійні коефіцієнти. 

Вирази, що описують частинні розв’язки для радіальної швидкості 

vr(t, r, z) руху нестисливої рідини в ЕКК можна отримати, підставивши (3.24) до 

рівняння (3.19). Так як 

 

 0cos( ) ( )exp( )z
r

v
An n z J k r t

z
  


 


 , (3.26) 

то 

   0cos( ) ( )exp( )r rr v Arn n z J k r t
r

  


 


 , (3.27) 

 

що з огляду на співвідношення [105] (xJ1(x))' = xJ0(x) дає 
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 vr(t, r, z) = –Akr
–1

ncos(nz)J1(krr)exp(–t), (3.28) 

 

де J1(x) – функція Бесселя першого роду першого порядку. 

Як видно з (3.24), (3.25) і (3.28), всі частинні розв’язки (а значить і зага-

льний розв’язок, який може бути сформований з них) експоненціально залежать 

від часу. Очевидно, що при  > 0 ці фізичні величини будуть затухати в часі аж 

до повернення рідини до стану механічної рівноваги і лінійного розподілу тем-

ператури по вертикалі. При  < 0 збурення з часом збільшуються. Звичайно, з 

фізичної точки зору ці збурення не можуть сягнути нескінченності, а будуть 

наростати аж до таких великих величин, при яких припинить працювати гіпоте-

за Бусінеска і інші прийоми лінеаризації, які застосовувалися для отримання рі-

внянь (3.2), (3.3), тобто розглянута математична модель вже буде непридатна. У 

разі сформованих стійких конвективних структур зміна в часі збурень як тем-

ператури так і швидкості відсутня досить тривалий період. Таким чином, необ-

хідною умовою існування ЕКК протягом кінцевого проміжку часу є вимога 

 = 0, коли в розв’язках (3.21), (3.22) і (3.28) зникає залежність від часу. При 

цьому частинні розв’язки для швидкості і збурення температури мають вигляд: 

 

 vz(t, r, z) = Asin(nz)J0(krr), (3.29) 

 T(t, r, z) = Bsin(nz)J0(krr), (3.30) 

 vr(t, r, z) = –Akr
–1

ncos(nz)J1(krr) (3.31) 

3.3. Аналіз параметрів розв’язку 

Кожен частинний розв’язок для радіальної компоненту швидкості (3.31), 

має відповідати фізично обґрунтованим граничним умовам (3,17), (3.18). Гра-
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нична умова на вісі симетрії (3.17) виконується автоматично, через те, що 

J0(0) = 0. Гранична умова на бічній поверхні ЕКК (3.18) з урахуванням (3.31) 

дає 

 

 J1(krR) = 0. (3.32) 

 

Вираз (3.32) при заданому радіусі ЕКК є алгебраїчним рівнянням віднос-

но до невідомого хвильового числа kr. Іншими словами krR має бути коренем 

функції Бесселя першого роду першого порядку. Таким чином маємо 

 

 kr,i = 1,i/R, (3.33) 

 

де 1,i – i-й нуль функції Бесселя першого роду першого порядку. 

Таким чином, радіальне хвильове число може приймати лише дискретні 

значення, що залежать від радіуса комірки R. 

Відзначимо, що розв’язок виду (3.31) наведено в [98], де на його основі 

були побудовані лінії течії і аналізувалося вісесиметричне розташування кон-

центричних конвективних валів. Однак в цих роботах автори не зупинялися на 

використанні фізично обґрунтованих граничних умов для знаходження хвильо-

вих чисел отриманих розв’язків. 

Як відомо з теорії рівнянь математичної фізики [106, 107] до розв’язків, 

що отримані у вигляді рядів в результаті застосування методу поділу змінних, 

кожен наступний член ряду вносить менший внесок ніж попередній. Тому далі 

детально проаналізуємо основну моду n = 1 (перший член ряду) розв’язку. 

На рис. 3.1 зображені ізолінії (в відносних одиницях) компонент швидко-

сті течії рідини в ЕКК, які описуються виразами (3.29), (3.31) для основної мо-

ди. З рисунків можна зрозуміти, що на відміну від комірки прямокутної геомет-

рії [69] максимальне значення модуля вертикальної швидкості рідини в цилінд-
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ричній ЕКК на вісі більше ніж його значення на бічній межі. Максимальні зна-

чення радіальної компоненту швидкості спостерігаються на нижній і верхній 

межах комірки. Ці значення рівні між собою, і точки максимуму однаково змі-

щені до вісі ЕКК. Розрахунки показують, що ізолінії розподілу за координатами 

відносного (до константи B) збурення температури ЕКК відповідають розподілу 

відносної вертикальної швидкості із зворотним знаком. 

 

  

а) б) 

Рис. 3.1. Ізолінії відносних швидкостей в ЕКК: 

а) – вертикальна компонента; б) – горизонтальна компонента 

 

Для визначення спектру власних чисел , розв’язки рівняння (3.32) необ-

хідно підставити до (3.23). Така підстановка дає два рівняння, які зв’язують  

амплітуди A і B 
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Для існування нетривіального розв’язку системи рівнянь (3.34) необхідно 

прирівняти її детермінант до нуля. В результаті цього отримаємо квадратне рів-
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няння відносно власних чисел. Корені цього рівняння 
 in,  визначаються насту-

пним виразом 
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 
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   
         

 (3.35) 

 

З (3.35) бачимо, що спектр власних чисел виявляється дискретним не 

тільки по моді n, але й по радіальному хвильовому числу ЕКК kr,i. 

На рис. 3.2 зображені залежності дійсної частини власних чисел 
 in,  від 

чисел Релея і Прандтля для основної моди (n = 1) у випадку першого кореня 

функції Бесселя (i = 1). При побудові поверхонь було запропоновано такі діапа-

зони зміни Ra і Pr: 0,1  Pr  3,0; 0  Ra  20, а значення радіуса комірки обрано 

R = 3 відповідно до експериментальних даних, що наведені в таблиці 2.2. 

Слід зазначити, що уявні компоненти власних чисел 
 in,  дають осциля-

цію розв’язків (3.29), (3.30), (3.31) які не призводять до зростання їх амплітуд. 

Розрахунки показують, що дійсна частина власних чисел 
 in,  додатна. Як 

це було зазначено вище (див. підрозділ 3.2), для таких власних чисел розв’язки 

(3.21), (3.22), (3.28) експоненціально загасають з плином часу. 

Дійсна частина власних чисел 
 in,  має області як додатних, так і 

від’ємних значень (наприклад, див. рис. 3.2 для n = 1). Отже, згідно зі спектра-

льною теорією лінійних операторів [107], в спектрі власних чисел )Re( ,
 in  іс-

нують значення, які дорівнюють нулю. Як це було зазначено вище (див. підроз-

діл 3.2), тільки в цьому випадку (тобто, коли 0)Re( ,  in ), ЕКК буде перебувати 

в стані стійкої рівноваги, і конвективне перенесення в ній буде здійснюватися з 

незмінними в часі параметрами. 
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 а) б) 

Рис. 3.2. Залежність дійсної частини власних чисел  1,1
 

від чисел Релея і Прандтля: 

а) – ізометричне зображення залежності; б) – лінії рівня 

3.4. Радіус елементарної конвективної комірки 

Як було відзначено в підрозділі 3.3 стійке існування ЕКК можливо тільки 

за умови 0)Re( , 

in . Звідси для основної моди (n = 1) можна записати неповне 

кубічне рівняння для визначення радіуса комірки R 

 f(x)  x
3
 – Rax + Ra

2
 = 0, (3.36) 

де x = 
2
 + (1,i/R)

2
. 

 

Будемо розглядати тільки дійсні розв’язки рівняння (3.36). В [69] показа-

но, що мінімальне значення числа Релея Rаmin, при якому можливий стійкий 

конвективний рух в даному випадку становить 27
4
/4  657,5. При Rа  Rаmin 

рівняння (3.36) має три дійсних розв’язки 
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     2)Ra()Ra(32)Ra()Ra()Ra(2,1   aaiaax  , (3.37) 

 )Ra()Ra()Ra(3   aax , (3.38) 

де 3 2 )Ra(2)Ra( QRa   ,   27427)Ra( 24 RRQ  . 

 

Зазначимо також, що x1 = x2 при Ra  Ramin. 

На рис. 3.3 наведено графіки залежності дійсної частини коренів непов-

ного кубічного рівняння (3.36) від числа Релея. 

 

Рис. 3.3. Залежність дійсної частини x'i 

коренів кубічного рівняння (3.36) від числа Релея 

Радіус ЕКК, виходячи з розв’язків рівняння (3.36), може бути визначений 

одним з наступних виразів 

 

  3,1 )Ra(Ra)( kikc xR  , (3.39) 

 

де k = 1, 2, 3, xk(Ra) – розв’язок рівняння (3.36). 

Для вибору з виразів (3.39) фізично обґрунтованого значення радіуса ЕКК 

будемо виходити з факту, який встановлено експериментальним шляхом (див. 

розділ 2): безрозмірний радіус ЕКК є постійною величиною. Отже, зі збільшен-
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ням товщини шару рідини радіус ЕКК має збільшуватися. Як показують ре-

зультати чисельного аналізу виразів (3.37) і (3.38) для визначення радіуса ЕКК 

в (3.39) слід використовувати розв’язок x1(R). 

У низхідному потоці в тонкому шарі по радіусу ( ,c c cR r R R     ) 

поблизу боковій межі ЕКК масову вертикальну витрату в одиницю часу можна 

оцінити величиною 

 

 G = AS, (3.40) 

 

де  – коефіцієнт пропорційності, який дорівнює відношенню максима-

льних вертикальних швидкостей масопереносу рідини vz(Rc, 0,5)/vz(0, 0,5) в се-

редньому перетині ЕКК; 

S = 2Rc – поперечна площа низхідного потоку рідини. 

Очевидно, через закон збереження маси, що така ж вертикальна масова 

витрата, що переносить тепло з нижньої гарячої поверхні шару рідини на верх-

ню холодну, буде і у висхідному потоці поблизу вісі ЕКК. 

Таким чином, теплова потужність W ЕКК (тобто кількість тепла, що пе-

реноситься нею в одиницю часу) при n = 1, = 0 може бути записана як 

 

 W = Gcp(T2 – T1) = AcpS(T2 – T1) = Λ·Rc·Ra·h
-3

 = Λ1·Rc
-2

·Ra, (3.41) 

 

де сp – питома теплоємність рідини при постійному тиску. 

З (3.40) і (3.41) видно, що теплова потужність, яка переноситься однією 

ЕКК обернено пропорційна квадрату її радіуса і пропорційна числу Релея. 

Оскільки радіус комірки відповідає товщині шару (за цим принципом ві-

дібрано розв’язки x1(Ra)), вираз для теплової потужності (3.41) може бути при-

ведений до величини, яка пропорційна (x1(Ra))
3
 (див. (3.39) і (3.41)) . 
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Для аналізу умов виникнення ЕКК розглянемо залежність розв’язку x1 від 

числа Релея. Цей розв’язок, згідно з рис. 3.3, має максимальне значення 

minRa 3  при Ramin = 27
4
/4, і з ростом Ra зменшується. 

З виразів (3.39) і (3.41) випливає, що зі збільшенням числа Релея від Rmin 

до нескінченності радіус елементарної конвективної комірки збільшується як 

Ra
1/2

 (x1(Ra))
–3/2

, а теплова потужність зменшується пропорційно (x1(Ra))
3
. 

Таким чином, максимальна потужність комірки досягається при її міні-

мальному радіусі. Величину мінімального радіуса можна визначити підстанов-

кою отриманих значень x1(Ramin) і Ramin до виразу (3.39) 

 

 

     

   

min min min
1, 1, 1,3/2 3/23

1 min min min

1/2 1

1, 1, 1, 1,1/2 1/2
4

min

Ra Ra 27Ra

Ra Ra 3 Ra

27 27
2 0,45

Ra 27 / 4

c i i i

i i i i

R
x

  

    




   

   

 . (3.42) 

 

Вираз (3.42) показує, що величина радіуса ЕКК, яка знаходиться в стій-

кому стані, може приймати лише дискретні значення, що визначаються нулями 

функції Бесселя першого роду першого порядку. Цей факт, отриманий нами те-

оретично, підтверджується і експериментальними даними (див. таблицю 2.2), 

що свідчить про адекватність сформованої математичної моделі і отриманих 

аналітичних розв’язків. 

Для першого нуля функції Бесселя 1,1  3,83 радіус комірки дорівнює 

Rc  1,72, що в перерахунку на діаметр кількісно відповідає експериментальним 

даним, які отримані нами – див. таблицю 2.2, останній рядок. 

З проведених експериментів (див. розділ 2) випливає, що з ростом темпе-

ратурного перепаду між нижньою і верхньою межами шару рідини кількість 

ЕКК мінімального діаметра збільшується від однієї–двох аж до заповнення ни-

ми всієї ємності з наступним переходом в комірки Бенара. При цьому, якщо ві-



84 

 

 

дсутні додаткові зовнішні впливи (їх дія також описана раніше – див. підрозділ 

2.5), то усі комірки мають один і той же, мінімальний розмір. 

Даний факт можна пояснити виходячи, з енергетичного принципу на ос-

нові отриманих вище теоретичних результатів. Розглянемо випадок, коли в ша-

рі рідини присутня одна ЕКК. Тоді від нижньої до верхньої поверхні рідини в 

одиницю часу переноситься така кількість тепла, яка визначається теплопрові-

дністю в нерухомій частині шару рідини і конвективним перенесенням в цій 

одній комірці. При підвищенні температурного перепаду між нижньою і верх-

ньою межами шару рідини виникає необхідність у перенесенні більшої кількос-

ті тепла в одиницю часу, що викликає зміну в сталій конвективній течії. Теоре-

тично конвективний рух рідини може перейти в наступний стійкий стан одним 

із таких способів: 

1. Існуюча ЕКК збільшить свій радіус аж до стійкого значення, який від-

повідатиме наступному кореню функції Бесселя (див. (3.42)). 

2. У шарі рідини виникне ще одна ЕКК такого ж мінімального радіуса. 

Очевидно, що з фізичної точки зору кращим буде той шлях, який приведе 

до більш рівномірного розподілу в горизонтальній площині перенесеного тепла. 

Як було встановлено вище, в стійкому стані кількість теплоти, що пере-

носиться однією ЕКК в одиницю часу, прямо пропорційна її радіусу, який в 

свою чергу прямо пропорційний кореню 1,iфункції Бесселя першого роду пер-

шого порядку. Внаслідок того, що 21,1  7,664 > 1,2  7,016, дві комірки міні-

мального радіусу дозволяють перенести більшу кількість тепла, ніж одна комі-

рка більшого радіусу. При цьому нерівномірність конвективного теплового по-

току в об’ємі рідини (він розподілений між двома окремо розташованими ЕКК) 

буде менше, ніж в разі його зосередження в одній комірці. Отже, формування 

двох однакових циліндричних комірок енергетично більш вигідно, ніж однієї 

комірки, але більшого радіусу. 

Аналогічні міркування можна провести і для випадку утворення третьої, 

четвертої і наступних комірок. 
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Виходячи з наведеного вище твердження, можна сформулювати енерге-

тичний принцип замощення (покриття) поверхні рідини багатокутними струк-

турами однакового розміру. Так як збільшення температурного перепаду між 

нижньою і верхньою межами шару рідини приводить до зростання числа еле-

ментарних циліндричних комірок одного і того ж мінімального радіусу, то по-

винен настати момент, коли вони почнуть стикатися, і, в результаті подальшого 

збільшення їх кількості, змінювати форму в кінці кінців на призматичну, щіль-

но упаковуючись шарі рідини з утворенням багатокутників (без проміжків і пе-

рекриттів) на його поверхні. При цьому, як і у випадку циліндричних ЕКК, ко-

мірки призматичної форми забезпечать максимальне перенесення тепла при мі-

німально можливому стійкому розмірі їх багатокутної основи. В ідеальному 

випадку такими багатокутниками є правильні шестикутники. 

 

3.5. Верифікація розв’язку 

 

Інформація, що викладена в підрозділі 3.4, показує гарну відповідність 

аналітичних розв’язків даної задачі експериментальним результатам щодо ви-

мірювання радіусу ЕКК в горизонтальному шарі оливи (див. розділ 2). Прове-

демо додаткову верифікацію аналітичних розв’язків, використовуючи експери-

ментальні дані іншої природи, а саме спостереження за перебігом фізичних 

процесів в конвективній зоні Сонця. 

Відомо, що в цій зоні, протяжність якої становить 210
5
 км, спостеріга-

ються конвективні комірки Бенара різних масштабів. Особливу увагу у зв’язку 

зі спалахами на Сонці привертають супергранули, які розташовані в нижніх 

шарах конвективної зони і мають такі характерні розміри: діаметр – 

(24)10
4
 км, товщина – (38)10

3
 км. Час життя супергранул становить величи-

ну порядку 2036 год. Рух сонячної речовини відповідає руху в конвективних 

структурах, які згідно з [108] мають назву l-комірок, тобто в центрі суперграну-

ли речовина рухається від центру Сонця догори. 
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У зв’язку з цим можна розглянути спалахи на Сонці [109, 110], як резуль-

тат швидкої зміни температури нижньої межі конвективних комірок (супергра-

нул). На рис. 3.4 наведено фотографії окремих моментів потужного сонячного 

спалаху, що отримані покадровою розгорткою відеокліпу сонячного спалаху, 

який зареєстрований американським космічним агентством (NASA) 01.09.2014 

[110]. 

 

  

а) б) 

Рис. 3.4. Окремі моменти потужного сонячного спалаху: 

а) – викид спалаху завершується на висоті, що приблизно дорівнює діаметру 

Сонця; б) – хвостова частина викинутої речовини повертається на поверхню 

Сонця під силою тяжіння 

 

Згідно з [111] статистичний аналіз даних про м’яке рентгенівське випро-

мінювання Сонця виділяє три типи спалахів: швидкі спалахи тривалістю не бі-

льше 30 хв.; типові двострічкові спалахи тривалістю до 12 год.; рідкісні, дуже 

тривалі події (LDE – Long Duration Event). LDE складаються зі спалахів зі скла-

дною просторово-часовою структурою. У них одна або кілька вершин спалахів 

можуть формувати постеруптивні петлі у вигляді арок. Підйом арочної систе-

ми, як правило, завершується на висотах від 310
4
 до 10

5
 км, але в деяких випа-

дках, частини арочних систем йдуть в міжпланетний простір. 



87 

 

 

На рис. 3.4 видно, що спалах завершується на висотах порядку діаметру 

Сонця, і відноситься до того виду, коли арочні системи йдуть в міжпланетний 

простір. Зображені фрагменти спалаху говорять про те, що він, мабуть, форму-

ється кількома сусідніми супергранулами. Висновок про участь у спалаху декі-

лькох супергранул випливає з наступних візуальних фактів: 

1. Площі декількох активних плям на диску Сонця, які не призводять до 

викиду речовини, сформовані з декількох супергранул; 

2. Наявність лінійчатого засвічення в основі сонячного спалаху свідчить 

про те, що кожна така лінія відповідає викиду речовини з центру супергранул, 

що задіяні у спалаху. 

Оцінка діаметру основи сонячного спалаху, проведена з використанням 

рис. 3.4, дає величину в діапазоні від 610
4
 км до 1210

4
 км. Цей результат також 

підтверджує зроблений раніше висновок про те, що у спалаху можуть брати 

участь кілька супергранул. 

На відеокліпі сонячного спалаху від 01.09.2014 [110] видно, що хвостова 

частина викинутої речовини під силою тяжіння повертається на поверхню Сон-

ця, а головна частина йде в міжпланетний простір. Мабуть це пояснюється тим, 

що головна частина сонячного спалаху в процесі розвитку нестійкості в суперг-

ранул набуває другу космічну швидкість (617,7 км/с) і може подолати тяжіння 

Сонця. 

Нижче наведемо оцінки, що вказують на можливість розвитку нестійкості 

в окремо взятій супергранулі в результаті підвищення температури її нижньої 

межі. 

Опишемо швидкість, час існування і відстань викиду сонячного спалаху, 

ґрунтуючись на аналізі процесів в складових її супергранул. Для цього предста-

вимо розподіл швидкостей в окремій супергранулі виразами (3.24), (3.28), що 

описують розподіл швидкостей в ЕКК з вільними граничними умовами з модо-

вим числом n = 1. Власні числа в даних виразах визначаються формулою (3.35). 
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Спочатку розглянемо даний розв’язок у разі спокійної фази Сонця, що ві-

дповідає стаціонарному стану супергранули, тобто 
1,1

0

 . Згідно з [112, 113], в 

стаціонарному стані значення числа Релея для супергранули приймає значення 

RaS =210
7
210

11
, що значно перевищує критичне число Релея при вільній кон-

векції. Тому необхідно усунути цю суперечність у визначенні значення числа 

RaS. Для цього обчислимо число Релея, використовуючи такі характерні пара-

метри для Сонця: Pr  0,71,0;   210
9
 м

2
/с; h = 10

7
 м; g = 274 м/с

2
; 

 = T2 – T1  10
6
 [111−113]. 

Необхідно відзначити, що значення кінематичної турбулентної в’язкості 

  210
9
 м

2
/с підтверджується простим розрахунком: 

2 14 2 5 9/ 10 м / (0,72 1,3) 10 с (0,76 1,4) 10h         м
2
/с. При розрахунках будемо вва-

жати, що в нижніх шарах конвективної зони при 0,94 / 0,86Sunr r   (rSun – радіус 

Сонця), де розташовані супергранули, температура змінюється за лінійним за-

коном (3.1) в межах від T2  2,210
6
 К до T1  1,3410

6
 К [113]). 

Для розрахунку числа Релея RaS необхідно визначити величину коефіціє-

нта об’ємного температурного розширення сонячної речовини . Будемо вихо-

дити з того факту, що сонячна речовина в конвективній зоні є сумішшю газів 

(водень 68% і гелій 30% [113]) в іонізованому стані, тобто існує у вигляді плаз-

ми. У цьому випадку за характерний об’єм, що розширюється під дією темпе-

ратури візьмемо об’єм плазми, який обмежено радіусом Дебая rD [96]: 34

3
D

V r


  , 

де 
2

( )

4 ( )
D

kT z
r

e n z
 , n(z) – щільність іонізованої сонячної речовини, z – вертикальна 

координата, k – постійна Больцмана, e – заряд електрону. 

В цьому випадку для коефіцієнта об’ємного температурного розширення 

вірний такий вираз [113]: 
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
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   
   

 
 
 

 (3.43) 

 

де 0,68 0,3 0,68 0,3 4 1,88
s H He p p p

m m m m m m       – середня маса іона сонячної 

речовини; 

mp – маса протона. 

Вираз (3.43) отримано з використанням барометричної формули [80] для 

сонячної речовини. 

Для визначення числа Релея в якості коефіцієнта об’ємного розширення 

використаємо його усереднену по висоті комірки величину, і виберемо значен-

ня числа Прандтля Pr  0,75. При обраних вище значеннях параметрів коефіці-

єнт об’ємного розширення дорівнює 9 1
β 4,179 10

K


  . 

З урахуванням вищевикладеного, для числа Релея RaS отримаємо чисель-

не значення 

2 9 21 3 5

* 3

9 2 9 2

1
274м/с 4,179 10 10 м 7,9 10 К

KRa 675,08
10 м /с 1,34 10 м /с

S

g h




    


  

 
, яке кіль-

кісно відповідає критичному числу Релея для вільної конвекції. 

Таким чином, параметри супергранули в спокійній фазі Сонця (в стаціо-

нарному стані), коли виконано рівність 
1,1

0

 , однозначно описуються вираза-

ми (3.29), (3.30), (3.31). 

Розглянемо тепер перехід до активної фази Сонця. Спокійна фаза Сонця 

може бути порушена, якщо температура нижньої межі супергранули збіль-

шиться за час t, який значно менше характерного часу існування суперграну-

ли: 1 2,t     , де 5

1 (1,4 0,6) 10     с або 5

2 (1,56 0,78) 10     с [111−113]. Через 

внутрішні процеси на Сонці значення температури нижньої межі кількох супер-

гранул може досягати значення, що на порядок перевищує T2 [113]. Така зміна 

температури збільшує число Релея RaS, що в свою чергу змінює власне число 
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1,1   в виразах (3.24), (3.28) зі стаціонарного нульового значення на від’ємне (в 

початковій формулі (3.21) стоїть множник te  . Тому при від’ємному  коли-

вання наростають), призводячи до експоненціального росту амплітуди вертика-

льної швидкості. 

З виразу (3.42) можна оцінити час наростання вертикальної швидкості, 

якщо задати такі вихідні параметри: 

– початкова вертикальна швидкість сонячної речовини в центрі супергра-

нули 30 м/с [113]; 

– радіальне хвильове число відповідає критичному значенню: 

221,2
2

1, 


rk

; 

– кінцева швидкість викиду сонячної речовини близька або перевищує 

другу космічну швидкість 617,7 км/с; 

– характерний час активної фази Сонця значно менше характерного часу 

спокійної фази Сонця: 3

1, 2 1, 210a

v v v vt   . 

У припущенні, що температура нижньої межі супергранули збільшується 

до температури ядра [112, 113], вертикальна швидкість буде експоненціально 

наростати за законом  1,1( , , ) ~exp (15,5 )z mV r z t R t , тобто сонячна речовина на вісі 

комірки буде прискорюватися. 

Оцінимо характерні параметри такого «сонячного прискорювача» в ре-

зультаті збільшення значення числа Релея, що відповідає температурі ядра Со-

нця. Розрахунки показують, що власне число задачі в цьому випадку приймає 

значення 1,1(15,5 ) 50mR   . Тоді час прискорення сонячної речовини до, як міні-

мум, другої космічної швидкості оцінюється величиною 

5
1 6,1777 10

ln (2,9 1,3) 10
50 30

a
v  

 
 


    с або 

5

2 6,177 10
ln (3,1 1,55) 10

50 30

a

v  
   

 
 с. 

Надалі можна вважати, що для активної фази Сонця середній час приско-

рення дорівнює: 30 с. 
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Після набуття сонячною речовиною другої космічної швидкості 

617,7 км/с відстань викиду вулканічного спалаху складе 710
8
 м, а час викиду – 

2,2410
3
 с. 

Слід зазначити, що розв’язки (3.24), (3.25), (3.29) і висновок про приско-

рення сонячної речовини справедливі для малих амплітуд швидкості, коли мо-

жна знехтувати квадратичними складовими в системі нелінійних рівнянь 

Нав’є–Стокса [67, 69]. Ця вимога дає обмеження на вертикальну швидкість со-

нячної речовини при r = 0, z = 1 (центр верхньої межі супергранули на поверхні 

Сонця): 

 

7 7
1,1 6

(15,5 ) 10 50 10
5,3 10 м/с ( ,0,1) м/с

3 10

m

z

R
V t

T



 




   

 
 , (3.44) 

яка може досягати значення другої космічної швидкості. 

Якщо розглядати руйнування конвективних комірок на Сонці як резуль-

тат швидкого нагріву їх нижньої межі, то можна зробити такий висновок. Число 

Релея і відповідне йому хвильове число для супергранули спокійної фази Сонця 

відповідають критичному числу Релея для вільної ЕКК. Збільшення на порядок 

температури супергранули призводить до збільшення числа Релея і, як наслі-

док, до прискорення сонячної речовини. Час прискорення сонячної речовини, 

наприклад, до другої космічної швидкості, становить в середньому 30 с, а винос 

сонячної речовини (вулканічний спалах) відбувається за час порядку 2,2410
3 
с, 

і простягається на відстань близько 710
8 

м, що можна порівняти з радіусом Со-

нця. Таким чином, проведений аналіз підтверджує адекватність математичної 

моделі і розв’язків, які були отримані в попередніх підрозділах. 
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  3.6.  Висновки до розділу 3 

Сформовано математичну модель конвективного тепло переносу в цилін-

дричній ЕКК з вільними межами. 

Отримано аналітичні вирази для швидкості і збурення температури в 

ЕКК, які експоненціально залежать від часу. Залежність від осьової координати 

визначається простими гармоніками, а від радіальної координати подається у 

вигляді функції Бесселя першого роду нульового (для збурення температури і 

осьової компоненти швидкості) та першого (для радіальної компоненти швид-

кості) порядку. Отримано аналітичні вирази для радіальних хвильових чисел 

швидкості і власних чисел задачі. Показано, що спектр власних чисел є дискре-

тним і по моді збурень, і по радіальному хвильовому числу. 

Отримано вираз для радіуса елементарної конвективної комірки. Показа-

но, що для ЕКК, що знаходиться в стійкому конвективному стані, величина ра-

діусу може приймати лише дискретні значення [1, 3, 5, 8, 10, 15]. 

Адекватність математичної моделі і отриманих аналітичних розв’язків пі-

дтверджена зіставленням теоретично розрахованих значень радіуса ЕКК з екс-

периментальними даними дослідження впорядкованих конвективних структур 

в горизонтальному шарі оливи, що підігрівається знизу і наявними у відкритій 

пресі даними про руйнування супергранул на Сонці [8]. 

Встановлено, що теплова потужність, що переноситься однією ЕКК, пря-

мо пропорційна її радіусу. 

Сформульовано і теоретично обґрунтовано енергетичний принцип фор-

мування повторюваних конвективних структур в шарі в’язкої нестисливої ріди-

ни при її рівномірному підігріві знизу. Утворення додаткової циліндричної ЕКК 

мінімально можливого радіусу енергетично більш вигідно, ніж перехід однієї з 

існуючих комірок у стійкий стан з більшим радіусом [5, 8]. 
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РОЗДІЛ 4 

ВДОСКОНАЛЕННЯ ПРОЦЕСІВ ГОМОГЕНІЗАЦІЇ ОКСИДНОЇ 

ФАЗИ ПРИ ВАКУУМНО-ДУГОВОМУ ВИГОТОВЛЕННІ РЕАКТОРНОЇ 

СТАЛІ 

4.1.   Вихідна експериментальна установка отримання ДЗО сталі 

Як було сказано в розділі 1, перспективною технологією отримання ДЗО 

сталі є метод вакуумно-дугового переплаву, що розробляється останнім часом. 

В роботі [36] він розглядається на прикладі сталі 08Х18Н10Т з малим додатком 

порошкоподібного ZrO2. 

Експериментальна установка, що працює за даною технологією, предста-

влена на рис. 4.1. Кристалізатор 5, що є анодом, виготовлений з міді, у вигляді 

циліндричного стакана діаметром 0,06 м. Із зовнішнього боку кристалізатор 

охолоджується проточною водою 6. У кристалізатор вводиться сталевий цилін-

дричний катод 2 діаметром D = 2R0 = 0,03 м і висотою H = 0,20–25 м. В катоді, 

перпендикулярно його вісі, рівномірно по азимуту і по його довжині просверд-

лені циліндричні отвори 7 діаметром 0,003–0,005 м, які повністю заповнені ди-

сперсними частками ZrO2. Отвори закупорені виготовленими з такої ж сталі 

пробками. Між анодом і катодом запалюється і підтримується електрична ду-

га 1. При цьому катод, що плавиться, повільно переміщається у вертикальному 

напрямку уздовж вісі склянки. Розплав сталі, що стікає з поверхні катода, захо-

плює частинки ZrO2, і утворює краплю, яка утримується на нижньому виступі 

катоду силами поверхневого натягу. При перевищенні критичної маси краплі 

відбувається її відрив і падіння на поверхню розплаву, в результаті чого з часом 

утворюється горизонтальний циліндричний шар розплавленого металевого 

композиту 3 метал – частинки ZrO2. Плавлення відбувається в вакуумі близько 

10
3
 Па. Охолодження дна водою та велика теплопровідність внутрішньої стінки 

мідного кристалізатора сприяють швидкій, протягом 20–30 хв, кристалізації ро-

зплаву і утворення злитка 4. 
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Рис. 4.1. Схема отримання ДЗО сталі 

за допомогою вакуумно-дугового переплаву: 

1 – корона; 2 – електрод, що розплавляється (катод); 3 – рідкий метал; 

4 – злиток; 5 – мідний кристалізатор (анод); 6 – охолоджувач (вода); 

7 – порожнини з легуючим додатком; 

а – напрям електричного струму; б – круговий рух металу в горизонтальній 

площині; в – рух металу в вертикальній площині 

 

Однак у розглянутій вище експериментальній установці досягнення необ-

хідного ступеня однорідності розподілу порошку ZrO2 в обсязі металу усклад-

нено рядом причин. 

Одна з них полягає в тому, що спостерігається нерівномірність надхо-

дження порошку ZrO2 до розплаву, що обумовлено засипанням порошку діок-

сиду цирконію всього циліндричного об’єму отвору 7. Така засипка (при засип-

ці вісь отвору розташовується вертикально) призводить до того, що в робочому 

стані вісь отвору приймає горизонтальне положення. В результаті розплавлення 

сталевої пробки, що закриває отвір 7, відбувається залпове скидання порошку 
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до встановлення кута природного відкосу порошку ZrO2 в отворі, велисина яко-

го залежить від розмірів частинок і густини порошку. 

Друга причина нерівномірності надходження діоксиду цирконію до розп-

лаву пов’язана з тим, що азимутальний кут вісі циліндричних отворів по відно-

шенню до вісі катода не завжди вдається витримати однаковим, тому що при їх 

виготовленні існують певні допуски і неточності. 

При реалізації описаної вище технології за візуальним спостереженням 

відзначено формування конвективної комірки з розплавленого металу, яка за 

своєю формою і фізикою конвективних процесів, що відбуваються, відповідає 

ЕКК, що розглядаються в даній дисертації.  

4.2. Модифікація експериментальної установки отримання ДЗО сталі 

На підставі наведеного в розділі 3 просторового розподілу швидкості рі-

дини в ЕКК і вимог, що висуваються до параметрів ДЗО сталі, нами був запро-

понований новий підхід до гомогенізації частинок оксиду цирконію за об’ємом 

зразка ДЗО сталі. Цей підхід визначає спосіб розташування порошку ZrO2 в ка-

тоді, який дозволить забезпечити високу ступінь гомогенізації частинок оксиду. 

Для реалізації підходу необхідно визначити фізичні властивості порошку 

ZrO2. Розмір частинок діоксиду цирконію, який отримано методом вакуумної 

сушки, варіюється в діапазоні 0,07–10 мкм [114]. Конгломерати в отриманому 

порошку відсутні. 

Дослідження формування порошків діоксиду цирконію показали, що 

прожарювання без попередньої сушки сприяє утворенню більш щільних части-

нок в порівнянні з попередньо просушеними. Про це свідчать значення їх наси-

пної щільності та щільності утрясання, які для непросушених порошків скла-

дають відповідно 1,65–1,75 г/см
3
 і 1,9–2,0 г/см

3
. Для порошків, прожарених піс-

ля сушки, ці величини дорівнюють відповідно 1,15–1,2 г/см
3
 і 1,4–1,45 г/см

3
 

[115]. 
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Для діоксиду цирконію, який отримано методом вакуумної сушки з гід-

роксиду цирконію [114], характерна насипна щільність близько 2,76 г/см
3
. 

Ще один параметр, який має суттєвий вплив на застосування запропоно-

ваного підходу – це кут природного відкосу, тобто кут, утворений вільною по-

верхнею сипучого матеріалу з горизонтальною площиною. Іноді замість нього 

використовується термін «кут внутрішнього тертя». Частинки матеріалу, що 

знаходяться на вільній поверхні насипу, відчувають стан критичної (граничної) 

рівноваги. Кут природного відкосу пов’язаний з коефіцієнтом тертя і залежить 

від шорсткості зерен, ступеня їх зволоження, гранулометричного складу і фор-

ми, а також від питомої ваги матеріалу. При визначенні кута природного відко-

су сипучий матеріал вільно насипають на горизонтальну поверхню у вигляді 

конусоподібної гірки. Кут між твірною і основою цього конуса називається ку-

том природного відкосу. Чим вище сипкість порошку, тим менше кут природ-

ного відкосу. Кут природного відкосу у порошкоподібних і гранульованих по-

лімерних матеріалів знаходиться, як правило, в інтервалі від 30 до 50. Кут 

природного відкосу матеріалів з хорошою сипучістю менш 40 [115]. Діоксид 

цирконію відразу після його отримання методом вакуумної сушки [114] харак-

теризується кутом природного відкосу близько 38°. 

Для забезпечення кращої гомогенізації порошку оксиду в ДЗО сталі катод 

був модифікований наступним чином (рис. 4.2). На поверхні циліндричного 

сталевого катода 1 створюються похилі кругові канавки шириною x, утворю-

юча дна яких становить з радіусом катода кут, рівний куту природного відкосу 

діоксиду цирконію . Такі канавки можуть бути створені набором шайб 2 спе-

ціальної форми з такого ж металу, що і катод, які щільно пресують на останній. 

Готовий до вакуумного розплавлення катод в осьовому перерізі утворює струк-

туру типу "fish-bone" висотою H = 0,2–0,25 м. Кут нахилу вісі кругових канавок 

 по відношенню до радіуса катода визначається експериментально. У нашому 

випадку він вибирався таким, щоб був значно менше кута природного відкосу 

порошку діоксиду цирконію , і забезпечував відсутність висипання порошку 
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при вібрації катода під час плавлення. Для запобігання висипання порошку діо-

ксиду цирконію з канавок катода при переміщеннях, що пов’язані з його уста-

новкою в вакуумну камеру, вся система "fish bone" запресовується в тонкостін-

ну циліндричну трубку 3, яку виготовлено з такої ж марки сталі [2, 7, 11, 12]. 

 

Рис. 4.2. Конструкція катода для вакуумно-дугового виплавляння ДЗО сталі: 

1 – циліндричний катод радіусом R'; 2 – шайба спеціальної форми із зовнішнім 

радіусом R0; 3 –– тонкостінна циліндрична трубка; 4 – мікро- або нанодисперсні 

частки ZrO2; 5 – лінія плавлення катода; 5' – точка завершення висипання час-

тинок ZrO2 з кругової канавки; 5'' – точка початку висипання частинок ZrO2 з 

кругової канавки 

 

Конструкція катода, яку представлено на рис. 4.2, забезпечує рівномірне 

надходження порошку оксиду в об’єм розплаву протягом всього часу вакуум-

но-дугового виплавляння [7]. 

Для повного опису параметрів катода необхідно задати насипну щільність 

порошку діоксиду цирконію, кут його природного відкосу , а також кут нахи-

лу вісі кругових канавок  по відношенню до радіуса катода. 
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Для запобігання одночасного надходження порошку діоксиду цирконію з 

двох кругових канавок, що розташовані одна над однию, кут  повинен бути 

значно менше  ( >> ). 

Сам процес вакуумно-дугового виплавляння сталі, яка легована оксидни-

ми нанопорошками, аналогічний тому, що описаний в підрозділі 4.1. При цьо-

му, як зазначалося вище, гомогенізація наночастинок оксиду здійснюється в ре-

зультаті тепломасоперенесення розплавленої сталі в об’ємі кристалізатора. У 

статті [5] вертикальна і горизонтальна швидкості масоперенесення рідкої сталі 

оцінювалися їх значеннями в циліндричній ЕКК з горизонтальним дном і віль-

ними граничними умовами. Проте, в реальних умовах, необхідно враховувати, 

що дно комірки є не плоским, а має викривлений профіль, утворення якого мо-

жна представити у вигляді деякої функції від радіуса. Крім того, як випливає з 

[4, 6, 13, 14, 20], вид граничних умов на нижній межі комірки істотно залежить 

від кількості доданої дрібнодисперсної фази. При додаванні менш 0,125 мас. % 

дрібнодисперсної фази на дні комірки реалізуються тверді граничні умови, а 

при додаванні більшої її кількості (понад 1,5 мас. %) – вільні. 

 

 4.3. Вибір раціональних параметрів катода для вакуумно-дугового 

виплавляння дисперсно-зміцненої оксидами сталі 

Як було зазначено вище, в розплаві металу формується конвективна комі-

рка. Для того, щоб під час вдосконалення процесів отримання ДЗО сталі можна 

було скористатися отриманими теоретичними результатами, які описані в по-

передньому розділі, необхідно забезпечити вільні граничні умови при контакті 

розплаву металу з твердими поверхнями і взяти до уваги неплоский профіль 

дна конвективної комірки. 

При проведенні експериментальних досліджень, які описані у розділі 2, 

було показано, що на тип граничних умов суттєво впливає кількість дисперсної 

фази, що додається в рідину. Тому, при додаванні порошку діоксиду цирконію 



99 

 

 

в розплав металу теж необхідно стежити, щоб витримувалося відповідне спів-

відношення дисперсної фази і дисперсійного середовища, а саме – порошок ді-

оксиду цирконію в розплав необхідно додавати в кількості більше ніж 

1,5 мас. %. Ця вимога накладає певні умови на схему внутрішньої будови като-

да, що наведена на рис. 4.2. 

Для забезпечення необхідної масової концентрації легуючого порошку 

необхідно розрахувати масу металу, що переплавляється та масу порошку діок-

сиду цирконію. Для цього визначимо об’єм кругової канавки, яку зображено на 

вставці рис. 4.2. Обчислення об’єму зробимо методом додавання або віднімання 

об’єму відомих фігур обертання: конусів, циліндрів з отворами. 

Вихідною конфігурацією кругової канавки виберемо циліндр висотою x  

і радіусом 
0R . Потім зверху циліндра віднімемо об’єм конуса висотою 

1x  з тим 

же радіусом, а знизу додамо цей об’єм. В результаті отримаємо об’єм наскріз-

ної кругової канавки Vсск, утворення якої має кут нахилу  1 0arctg x R  
 

2

0cккV R x   , (4.1) 

Для визначення об’єму не наскрізної кругової канавки Vнкк, що розташо-

вана в діапазоні радіусів 
0R r R  , з об’єму (4.1) необхідно відняти об’єм та-

кої ж наскрізної канавки, але з радіусом R . У підсумку маємо 

 2 2

0нккV R R x   
 , 

(4.2) 

Отримана не наскрізна канавка має внутрішню межу, яка паралельна зов-

нішній межі катода. Однак в конфігурації катода типу "fish bone" внутрішня 

межа має кут нахилу, рівний куту природного відкосу . Тому з об’єму не на-

скрізної канавки на її внутрішній межі необхідно відняти об’єм шайби, осьовий 

переріз якої має форму трикутника з наступними параметрами: основа трикут-

ника паралельно вісі катода і має довжину x ; одна сторона, що з'єднує пара-

лельні стінки канавки, має кут нахилу при основі трикутника  2  ; друга 
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сторона має кут нахилу при основі трикутника  2  . Такий трикутник має 

висоту     h x tg tg     і розбиває основу трикутника на відрізки: 

 1x h tg     – визначає внутрішню межу канавки;  2x h tg     – визначає 

нахил канавки. 

Неважко побачити, що об’єм шайби трикутного перетину дорівнює сумі 

половинних об’ємів двох циліндричних шайб висотою 
1x  і 

2x  з радіальними 

розмірами R r R h    . В результаті для визначення об’єму шайби трикутно-

го перерізу 
штсV  маємо вираз 

 

 

   

       

2 2

2 2

1 2

2

2

2

2

1 1
1 1 1 1

2 2

1 1
1 1

2

1 1 1
2

2

штс

h h
V R x x R x

R R

x
R x

R tg tg

x x
R x

R tg tg R tg tg

 


 


   

           
 


    

 

 
  

  

      
      
      

  
     

  
       

(4.3) 

Нехтуючи малими складовими x R   і   , спростимо вираз (4.3) 

 
 

2 1
штсV R x

tg



 

 
. (4.4) 

Таким чином, маса катода на періоді L визначається виразом 

 2 2

0 0St St штс StM R L V R L     
 
. (4.5) 

З іншого боку, маса порошку діоксиду цирконію з урахуванням його за-

сипки в порожнину за рівнем кута природного відкосу може бути визначена на-

ступним виразом 

 2 2

0нкк штс штсV R R x V V      
 
, (4.6) 
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де  
 

2

0

1
штс

V R x
tg




    – об’єм, відповідний порожнечі, що була утворе-

на при засипці порошку діоксиду цирконію за рівнем кута природного відкосу. 

В силу 
0R R   замінимо в 

штсV   радіус 
0R  на R . Тоді вираз для об'єму, який за-

ймає легуюча домішка 
2ZrOV  перетвориться на 

 

   
   2

2
22 2 2

0 0 2 2

0 0

1
2 1 2

ZrO

R R x
V R R x R x R x

tg R R tg
  

 

 
         

 
 
 

 . (4.7) 

 

З виразу (4.7), після помноження на густину легуючого порошку 
2ZrO , 

отримаємо вираз для маси діоксиду цирконію 
2 2 2ZrO ZrO ZrO

M V . 

З виразів (4.5) і (4.7) слідує умова отримання необхідної концентрації ле-

гуючої домішки у зразку ДЗО сталі. 

Маса порошку діоксиду цирконію 
2ZrO

M , що знаходиться в похилій круго-

вій канавці, визначається виразом 

 













 





tgR

xR

R

R
xRM ZrOZrO 2

0

2

0

2

2

0

'2'
1

22

 
. (4.8) 

 

При отриманні виразу (4.1) враховано озвучену раніше умову  >> , а 

також умову малої ширини похилої кругової канавки. 

Позначимо L – період нарізки похилих кругових канавок на катоді. Тоді 

між кількістю канавок N і висотою катода є наступне співвідношення LN = H. 

Далі, всюди при розрахунках для певності будемо вважати N = 10. 

Масу сталевої заготовки оцінимо величиною StSt HRM  2
0 . Щільність 

нержавіючої сталі 27,7St  г/см
3
. 

Таким чином, для застосування вільних граничних умов в ЕКК необхідне 

виконання співвідношення 
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 2 2

2
2 2

2 2

0 0

' 2 ' 2
1 1 1,5 10 ,

ZrO ZrO

St St

M N x R R x XZ

M H R R tg tg




  


    

           
  

 (4.9) 

де 
0R

x
X


 ,   

2

20

ZrO

ZrO

H

NR




 ,   

0

'

R

R
Z  . 

Розглянемо умову рівномірного надходження порошку діоксиду цирко-

нію до розплаву. 

Виходячи з форми лінії плавлення, яку було отримано ксперементально, 

задамо вертикальну координату точок 5'' і 5':   2

2 05'' Stz z R   і 

   
2

1 5' Stz z R h     відповідно, де     h x tg tg    . 

Відстань між цими точками дорівнює 

 

    

2

2

2 1 0 2

0

x
z z R R L x

R tg tg



 


      



  
  
   

 , (4.10) 

де  

   
2

tg x
x

tg tg



 


 


. 

Оскільки кут  вважається малим ( << ), вираз (4.10) можна наближено 

представити у вигляді 

 

2

2

0

0

x
R R L

R tg





  
    
   

 . (4.11) 

З рівняння (4.10) слідує умова рівномірного надходження порошку діок-

сиду цирконію в об’єм розплаву. 

В результаті позбавлення розмірності ця умова набуває вигляду 

0

2
2

2 2

0 0

/ /
1

2' 2 '
11

H NRH

XZNL R R x

tgR R tg

  


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

   
   

  
  

 

 

(4.12) 
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де 
0

H

NR
  . 

Спільне розв’язання нерівності (4.9) на нижній межі і рівняння (4.12) для 

умов, що відповідають експерименту значень параметрів 5,3 , 28,0 , 

33,1  дає наступні значення безрозмірної ширини похилої кругової канавки і 

відносини внутрішнього радіуса шайби до радіусу циліндричного катода 

X = 0,14 і Z = 0,63 відповідно [7]. 

На рис. 4.3 наведені криві, що описують умови забезпечення вільних меж 

на дні комірки при додаванні різної кількості порошку ZrO2 і умова рівномірно-

го надходження діоксиду цирконію в об’єм розплаву. Точки перетину кривих 1, 

2, 3 з кривою 4 визначають значення безрозмірної ширини похилої кругової ка-

навки і відношення внутрішнього радіуса шайби до радіусу циліндричного ка-

тода, які забезпечують вільні граничні умови і рівномірність надходження по-

рошку ZrO2 в розплавлений метал. 

Таким чином, відповідним підбором параметрів катода з урахуванням фі-

зичних властивостей нанодисперсного порошку ZrO2 можливо забезпечити ві-

льні граничні умови на дні циліндричної конвективної комірки, а також рівно-

мірне надходження порошку в об’єм розплавленого металу. 

 

Рис. 4.3. Залежність безрозмірної ширини похилої кругової канавки X від від-

ношення внутрішнього радіуса шайби до радіусу циліндричного катода Z: 

1 – 1,5; 2 – 2; 3 – 3 мас. % ZrO2; 

4 – умова рівномірного надходження ZrO2 до розплаву 
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  4.4. Конвективний масоперенос в розплаві з неплоским профілем по-

верхні розділу фаз 

Описані в попередньому розділі теоретичні дослідження дозволили отри-

мати аналітичні залежності для швидкостей і збурення температури в ЕКК, що 

має циліндричну форму. Адаптуємо дану методику моделювання теплофізич-

них процесів до випадку, коли конвективна комірка має неплоский профіль дна. 

Для цього як і раніше будемо розглядати конвективну комірку, бокова поверхня 

якої утворена прямою круговою циліндричною поверхнею, і яка знизу обмеже-

на поверхнею обертання з відомою твірною (рис. 4.4). При цьому вісь поверхні 

обертання має загальну вісь з циліндричною поверхнею. Як і раніше, вважаємо, 

що вісь z спрямована вгору, перпендикулярно верхній плоскій границі шару рі-

дини, радіальна координата r відраховується від вісі конвективної комірки. По-

чаток координат z = 0 розташований таким чином, що він відповідає точкам пе-

ретину неплоского дна з боковою поверхнею. Координата z = h відповідає вер-

хній плоскій поверхні шару рідини, а величину максимального відхилення дна 

конвективної комірки від площини z = 0 позначимо h. 

Оскільки дно утворено поверхнею обертання, для опису його геометрії 

досить задати залежність координати z від радіальної координати r. Наприклад, 

комірка, що зображена на рис. 4.4, має дно косинусоїдальної форми 

 

   1cos 1 / 2,cz rR h      (4.13) 

 

де Rc – радіус бокової циліндричної поверхні. 

Для порівняння, на рис. 4.5 зображена конвективна комірка з дном у ви-

гляді конуса. У цьому випадку її дно описується виразом 

 

 z = h(r/Rc – 1). (4.14)  
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Рис. 4.4. Конвективна комірка з косинусоїдальним профілем дна [4, 6, 13, 15] 

 

 

Рис. 4.5. Конвективна комірка з конічним профілем дна [4, 6, 13, 15] 

 

Розподіл незбуреної температури по товщині шару T0(z) як і раніше вва-

жаємо у вигляді лінійної залежності. Температура шару на рівні перетину ниж-
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ньої межі комірки з бічною циліндричною поверхнею T0(0) = T2 більше темпе-

ратури верхньої плоскої межі шару T0(h) = T1, (T2 > T1), а температура найниж-

чої точки межі комірки ще вище: )0()( 230  botbot TTTThT . За відсутності 

збурень лінійна залежність температури від координати z дає такі значення її 

градієнтів 

 

 0 ,( ) (0 ),T z z h
h


    ze       0( ) , ( 0),botT

T z h z
h


     


z

e  (4.15) 

 

де  = T2 – T1, 

ez – одиничний вектор, спрямований уздовж вісі z. 

Зауважимо, що для спів падіння градієнтів температури при z> 0 і z< 0 

має виконуватися співвідношення Tbot = h/h. 

Розглянемо детально процедуру отримання розподілів швидкостей і збу-

рення температури для комірки з конічним дном. Розділимо конвективну комі-

рку на дві частини площиною z = 0, і спочатку отримаємо розв’язки для кожної 

з цих двох відокремлених частин – верхньої циліндричної і нижньої конічної за 

умови, що перетікання рідини з однієї в іншу відсутня. Потім, на основі цих 

двох розв’язків отримаємо розв’язок для всієї конвективної комірки, що склада-

ється з цих двох частин. 

Якщо від розглянутої комірки відсікти нижню частину з негативними 

значеннями z, то ми отримаємо ЕКК, яку детально було розглянуто в поперед-

ньому розділі. Як було показано в підрозділі 3.2, при 0  z  h розподіли швид-

костей і збурення температури в разі стійкої конвективної течії, визначаються 

виразами (3.29), (3.30), (3.31). 

Для відокремленої нижньої частини конвективної комірки (при –

h  z  0) розподіл швидкостей і збурення температури вже не можуть бути 

подані в такому вигляді, оскільки конічній межі вони будуть пов’язані між со-

бою. Тому просторовий розподіл швидкостей і температури при негативних z 
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представимо у вигляді нескінченних рядів Фур’є і Фур’є–Бесселя по просторо-

вим гармонікам (тут і далі розглядаємо задачу в безрозмірному вигляді, як це 

було в розділі 3) 

 

 
, 0 0 ,

, 1

( , ) sin( ) ( ),z n l r l

n l

v r z A nk z J k r




    0
, 0 1 ,

, 1 ,

( , ) cos( ) ( ),r n l r l

n l r l

nk
v r z A nk z J k r

k





   (4.16) 

 
, 0 0 ,

, 1

( , ) sin( ) ( ),n l r l

n l

T r z B nk z J k r




  (4.17) 

де hk  /0   – хвильове число уздовж вісі z, 

cllr Rk /,0,   – хвильові числа уздовж вісі r, 

0,l  – нулі функції Бесселя нульового порядку першого роду, розташовані в 

порядку зростання зі збільшенням індексу l = 1; 2; 3, … . 

Константи lnA ,  і lnB ,  можуть бути визначені з граничних умов. Так, напри-

клад, на вісі комірки (r = 0) маємо 
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2 , 0

, 1
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T z f z B nk z

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    (4.19) 

 

На верхній межі конічного поглиблення дна комірки (z = 0) справедливі 

співвідношення 

 

( ,0) ( ,0) 0
z
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, 1 ,

( ,0) ( ) ( )
r n l r l

n l r l

nk
v r f r A J k r

k





   .      (4.20) 

 



108 

 

 

На конічній поверхні комірки, коли )1/(  cRrhz , повинні виконуватися 

граничні умови 

 '

, 0 ,

1

( , ( / 1)) ( 1) exp( ) ( ) 0,n

z c n l r l

l n c

n
v r h r R A i r J k r

R

 

 

      (4.21) 
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, 0 ,

1

( , ( / 1)) ( 1) exp( ) ( ) 0,n

c n l r l

l n c

n
T r h r R B i r J k r

R

 

 
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де 
, ,

( , ) ( , )
n l n l

A B A B


  ,  

, ,
( ', ') 0,5( , )

n l n l
A B i A B  ,  

i – уявна одиниця. 

Рівність нулю одночасно вертикальної (4.20) і горизонтальної (4.21) шви-

дкості на конічній поверхні слідує з умови рівності вектору швидкості нулю на 

нерухомих твердих поверхнях. 

Визначимо тепер просторове поле розподілу швидкостей потоку в комір-

ці з конічним дном. Для цього, ґрунтуючись на параметрах циліндричної кон-

вективної комірки [5, 8, 16], вважаємо заданими функції у виразах (4.18), (4.20) 

як 
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 1,10
3 1

1,1

( ) ( ,0) ,c

c

k R
f r A r J r

R





 
  

 
 (4.24) 

де A(r, z) – константа, що залежить від координат r і z. 

На підставі (4.24) можна побудувати функцію Стокса для ліній течії. Вона 

автоматично задовольняє рівнянню безперервності і має вигляд 
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 (4.24) 

 

Лінії течії знаходяться в результаті розв’язку рівняння (r, z) = const [98]. 

Визначимо функціональну залежність A(r, z) від координат. Для цього 

знайдемо приріст (r, z) при зміщенні координати від r0 і z0 на малі величини dr 

і dz відповідно: r = r0+ dr і z = z0 + dz. Тоді неважко отримати 
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Виконуючи диференціювання в (4.24) і враховуючи, що за визначенням 
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, перетворимо вираз (4.25) до виду 
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Перший доданок в (4.26) на конічній межі дорівнює нулю, оскільки є 

компонентою швидкості, що є нормальною до поверхні межі. З другого доданка 

слідує, що )//(),( 0 cRrhzAzrA   , де A0 – довільна константа інтегрування, 

(x) – довільна функція від аргументу, що дорівнює нулю на межі. Для виразу 

(x), наприклад, можна взяти такі модельні функції: ))//((),( 1,001 cRrhzJzr   або 

)2/)//cos((),(2  cRrhzzr  . 

На рис. 4.6 наведено графік ліній течії для модельної функції 1(x). Для 

модельної функції 2(x) графік ліній течії подібний лініям течії для функції 

1(x). 
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Рис. 4.6. Лінії течії для модельної функції 1(x) 

 

Використання запропонованих видів модельних функцій або інших по-

винно ґрунтуватися на експериментальних даних. Однак, з запропонованих 

розв’язків можна зробити такі висновки: розподіл ліній течії в комірках з різ-

ними модельними функціями якісно подібні; розподіли ліній течії в комірках з 

різними модельними функціями відрізняються максимальною величиною фун-

кції Стокса. 

На рис. 4.6. наведено розподіл ліній течії в двох відокремлених частинах 

циліндричної елементарної конвективної комірки з конічним дном глибиною 

1/ 3h  . 



111 

 

 

 

Рис. 4.7. Лінії течії в відокремлених частинах конвективної комірки з коні-

чно-поглибленим дном глибиною 1/ 3h   

Конфігурація ліній течії, що зображена на рис. 4.7, аналогічна розташу-

ванню ліній течії двох близько розташованих циклонів [116], взаємодію яких 

досліджено японським метеорологом С. Фудзівара. Згідно з цим дослідженням 

центри двох циклонів обертаються навколо загального центру, зближуються 

один з одним, і зливаються в один. Цей ефект називається ефектом Фудзівари. 

У випадку, який зображено на рис. 4.6, вихори розташовані в закритому 

об’ємі, і тому не можуть обертатися, а будуть накладатися один на інший, запо-

внюючи об’єм конвективної комірки з конічно-поглибленим дном. Відповідно 

до ефекту Фудзівари, результуюча функція Стокса 1,2(r, z) буде визначатися 

суперпозицією функцій Стокса ліній течії двох вихорів, які прагнуть придбати 

однаковий масштаб: 

 1,2 0 1,2 0( , ) (1 ((1 ) / / )) ( , ).cr z A h z h r R r z h         (4.27) 

Застосування принципу суперпозиції функцій Стокса обумовлено вико-

ристанням лінійного наближення при описі тепломасопереносу в конвективній 
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комірці з вільними граничними умовами. Віднімання функцій Стокса двох ви-

хорів пояснюється різноспрямованістю горизонтальних швидкостей розгляну-

тих вихорів на поверхні z = 0. 

На рис. 4.8 наведено лінії течії Стокса в конвективній комірці з конічно-

поглибленим дном глибиною 3/1h  в результаті накладення двох вихорів в 

комірці. 

 

Рис. 4.8. Результуючий розподіл ліній течії Стокса в конвективній комірці 

з конічно-поглибленим дном глибиною 1/ 3h   для модельної функції 2( )x  

 

Результуючий розподіл збурень температури T(r, z) в конвективній комі-

рці для модельної функції 1(x) показано на рис. 4.9. 
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Рис. 4.9. Результуючий розподіл збуреної температури в конвективній 

комірці з конічно-поглибленим дном глибиною 3/1h для  модельної функції 

1(x) 

У разі модельної функції 2(x) розподіл збуреної температури подібний 

до наведеного на рис. 4.8, з тією лише різницею, що максимальне значення збу-

рення температури при r = 0 в відносних одиницях в першому випадку в 0,701 

разів менше, ніж у другому. Крім того, для модельної функції 2(x) лінії рівнів 

збуреної температури у верхній частині комірки поблизу r = 0 розподілені 

більш рівномірно, ніж у разі модельної функції 1(x). 

Для комірки з іншим профілем дна (наприклад косинусоїдальним), лінії 

Стокса 1,2(r, z) аналогічно комірці з конічним профілем дна, також будуть ви-

значатися суперпозицією функцій Стокса двох вихорів, кожен з яких утворю-

ється у відповідній частині комірки: 
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1,1  – перший нуль функції Бесселя першого порядку першого роду, 

))2/)1)/(cos(/((),( 1,001  cRrhzJzr  , 

)2/)2/)1)/(cos()/cos((),(2   cRrhzzr  – модельні функції, що забезпечують 

вільні граничні умови на дні комірки з косинусоїдальним профілем. 

На рис. 4.10 наведено лінії Стокса для циліндричної елементарної конвек-

тивної комірки з коcинусоїдально-поглибленим дном з максимальною глиби-

ною Δh = 1/3. 

 

Рис. 4.10. Розподіл ліній Стокса в конвективній комірці 

з косинусоїдальним поглибленим профілем дна 

з максимальною глибиною Δh = 1/3 для модельної функції ),(1 zr . 

Розрахунки показують, що для модельних функцій лінії Стокса є концент-

рично розташованими гладкими замкнутими лініями, форма яких відображає 

викривлений косинусоїдальний профіль дна. Такий вид ліній Стокса також, як 

це зазначено для конічного профілю дна, вказує на формування в комірці з ві-

льними граничними умовами конвективного потоку у вигляді одного вихору.



115 

 

 

       4.5. Гомогенізація частинок ZrO2 в об’ємі нержавіючої сталі 

08Х18Н10Т 

Процес виплавки ДЗО сталі, як і в роботі [115] розглянемо на прикладі 

конвективного перемішування нано- або мікродисперсних включень з ZrO2 в 

об’ємі рідкої нержавіючої сталі 08Х18Н10Т. 

При температурі 1450 ÷ 1600 °С нержавіюча сталь знаходиться в рідкому 

стані. Її щільність і кінематична в’язкість становлять 31027,7 l  кг/м
3
 і 

610v   м
2
/с відповідно [117]. При цих температурах нано- або мікродисперсні 

включення частинок ZrO2 в рідкому металі будуть знаходитися в твердій фазі, 

оскільки температура плавлення ZrO2 становить (0,75÷1) 2700 °С, і значно ви-

ще температури плавлення нержавіючої сталі [117]. Густина ZrO2 приймає зна-

чення в діапазоні p = 5,4÷5,710
3
  кг/м

3
 і завжди менше густини рідкої сталі. 

Для аналізу гомогенізації наночастинок порошку ZrO2 в об’ємі ДЗО сталі 

вважатимемо виконаними такі умови: 

– наночастинки не розчиняються в нержавіючій сталі, а утворюють су-

спензію, що означає формування поверхневої плівки окису заліза на їх поверх-

ні; 

–  граничні умови на дні конвективної комірки є вільними, оскільки рід-

ка сталь з додаванням більш, ніж 1,5 мас. % наночастинок порошку ZrO2 утво-

рює нову фазу по відношенню до чистого розплаву металу, який зосереджений 

в поверхневій плівці на дні комірки. 

Горизонтальна і вертикальна швидкості масопереносу в ЕКК з неплоским 

профілем дна і під час відсутності наночастинок ZrO2 можуть бути визначені за 

функціями Стокса (4.16) 
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Також, як і в випадку, що розглянутий в [36], додавання мікро- і наночас-

тинок ZrO2 в рідкий метал, в якому присутня конвективна течія, буде приводи-

ти до дії на ці частинки різноспрямованих сил: підйомна сила Архімеда (завжди 

спрямована вгору); сила тяжіння (завжди спрямована донизу); сила тертя, або 

сила Стокса (спрямована уздовж вектора швидкості рідини). 

У вакуумно-дуговій печі матеріал катода у вигляді крапель металу, що 

містять наночастинки ZrO2, потрапляє в центральну область циліндричної кон-

вективної комірки. Тут наночастинки силами Архімеда і Стокса, долаючи силу 

тяжіння, спрямовуються вгору. Поблизу верхньої межі комірки радіальним по-

током наночастинки виносяться до стінки кристалізатора, де вже силами Сток-

са і тяжіння спрямовуються на дно комірки. Якщо ці сили подолають силу Ар-

хімеда, то наночастинки потрапляють в замкнений конвективний потік і будуть 

конвективно перемішуватися по всьому розплаву, що рівнозначно їх рівномір-

ному розподілу за об’ємом зразка ДЗО сталі. 

Як відомо, сила Архімеда залежить від об’єму частки. Таким чином, чим 

менше об’єм частки, тим менше сила виштовхування. Критерій подолання сили 

Архімеда дозволяє визначити мікро- або нанорозміри частинок, при яких мож-

ливий їх рівномірний розподіл в об’ємі конвективної комірки. Цей критерій має 

вигляд 
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де 3..1cV  см/с – експериментально виміряна максимальна швидкість пе-

реміщення рідкого металу на верхній горизонтальній поверхні комірки; 

ν – кінематична в’язкість рідкого металу; 

g – прискорення вільного падіння; 

Δl – середня відстань між мікро- і наночастинками; 

cR – радіус конвективної комірки; 
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lp , pp
 – щільність рідкого металу і діоксиду цирконію відповідно. 

З виразу (4.30) випливає, що умовно сферичні частинки радіусом rp (в ре-

альності частинки мають моноклінну структуру [36]), будуть рівномірно розпо-

ділені в об’ємі конвективної комірки. 

Якщо нерівність (4.30) не виконується, то частинки будуть спливати поб-

лизу вісі комірки і горизонтальним потоком на верхній межі комірки будуть 

зноситися до поверхні кристалізатора, в результаті чого вони будуть збиратися 

на зовнішній межі зразка ДЗО сталі. 

В умовах експерименту всі нано- або мікрочастинки ZrO2 разом з рідким 

матеріалом катода у вигляді крапель будуть надходити в об’єм комірки, умовно 

зазначеними краплеподібними фігурами в верхньому лівому кутку комірки 

(рис. 4.11). Потім, частинки, що потрапили в рідкий метал комірки, будуть пе-

реміщатися уздовж ліній течії всередину комірки (лінії ІІ) або до стінки криста-

лізатора (лінії І). 

 

Рис. 4.11. Схема переміщення частинок ZrO2 в конвективній комірці. 

Лінії з оцифруванням відповідають лініям течії 
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Для експериментальних умов оцінка нерівності (4.30) показує, що частки 

ZrO2 з розмірами rp < 80100  нм будуть рівномірно розподілені за об’ємом зли-

тка ДЗО сталі, в той час, як для частинок розміром близько і понад 150 нм по-

винен спостерігатися інтенсивний їх винос на бічну поверхню злитка. 

Згідно з вищевикладеним можна сформулювати такі висновки стосовно 

реалізації технології отримання ДЗО сталі з використанням запропонованої в 

даному розділі схеми вакуумно-дугової печі і катода (на прикладі додавання 

порошку діоксиду цирконію): 

–  чим глибше проникає матеріал катода в комірку (чим менше ордината 

нижніх меж краплеподібних фігур на рис. 4.11) тим рівномірніше розпо-

діляються частки ZrO2 в об’ємі комірки; 

–  для частинок ZrO2 з розмірами менш 80100 нм має спостерігатися рів-

номірний розподіл в об’ємі зразка. 

 

  4.6.    Висновки до розділу 4 

 

Встановлено, що у розплаві металу при вакуумно-дуговому переплаві 

сталі виникає конвективна структура, подібна ЕКК, яка займає весь об’єм розп-

лаву, та у якій спостерігається висхідна течія у центрі і спадна – на периферії.  

Запропоновано конструкцію катода вакуумної дугової печі для отримання 

ДЗО сталі, що забезпечує безупинне рівномірне надходження порошку легую-

чої домішки в об’єм розплавленого металу. Розроблено методику визначення 

конструктивних параметрів катода. Показано, що у випадку застосування в роз-

глянутій експериментальній вакуумній дуговій печі порошку діоксиду цирко-

нію як легуючої домішки безрозмірні ширина похилої кругової канавки і радіус 

циліндричного катоду порошку діоксиду цирконію приймають значення 0,14 і 

0,63 відповідно [2, 7,11, 12]. 

Методику моделювання теплофізичних процесів в ЕКК адаптовано до 

випадку вільно-конвективної течії в розплаві металу, що має циліндричну фор-
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му з неплоским дном, яка відповідає поверхні розділу фаз. Описано просторо-

вий розподіл конвективного масопереносу рідкого металу в розплаві, що має 

форму конвективної комірки, що знаходиться над твердою фазою сталі. При 

цьому враховується неплоский профіль поверхні розділу фаз [4, 6, 13, 14]. 

Отримано вираз для визначення максимально допустимого розміру час-

тинок легуючої домішки, при якому забезпечується її однорідний розподіл по 

всьому об’єму розплаву внаслідок конвективної течії. Встановлено, що для ста-

лі 08X18H10T розмір частинок ZrO2 , при яких відбувається їх просторова го-

могенізація, повинен перебувати у межах 80−100 нм [11, 12]. 

Описано сценарій вакуумно-дугового плавлення і конвективної гомогені-

зації наночастинок ZrO2 при вакуумно-дуговому виготовленні ДЗО сталі [2, 7]. 

Для забезпечення кращої гомогенізації конвективної течії необхідно, щоб роз-

міри установки, швидкість плавлення катоду та інтенсивність водяного охоло-

дження були таким, що розплавлена фаза металу мала б такі ж пропорції, як і 

ЕКК: відношення діаметра до висоти становило 3,44. 
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ВИСНОВКИ 

 

Дисертаційна робота присвячена вирішенню важливої науково-

практичної задачі – розробці науково-практичних основ використання упоряд-

кованих конвективних структур у технологічному процесі вакуумно-дугового 

переплаву сталі для підвищення гомогенізації легуючої домішки. В ході її ви-

конання отримані такі наукові і практичні результати. 

1. Експериментальним шляхом встановлено, що на перехідних (від пору-

шення механічної рівноваги внаслідок перевищення сили Архімеда над силою 

тяжіння до формування впорядкованих конвективних структур у вигляді комі-

рок Бенара) етапах у горизонтальних шарах рідини, що рівномірно підігріва-

ються знизу, формуються стійкі конвективні структури циліндричної форми. 

Введено поняття елементарної конвективної комірки (ЕКК) – стійкої конвекти-

вної структури циліндричної форми, яка відокремлена від інших подібних 

структур проміжками рідини, конвективний рух в яких відсутній. При збіль-

шенні температурного перепаду між нижньою та верхньою границею горизон-

тального шару рідини ЕКК залишаються незмінними (зберігають форму, розмі-

ри і положення), а для компенсації вертикального тепло переносу, який збіль-

шився зростає лише їх кількість, тобто формуються додаткові ЕКК, які при 

щільному заповненні рідини трансформуються в комірки Бенара. Даний процес 

є зворотним – із пониженням температурного перепаду комірки Бенара транс-

формуються у ЕКК, кількість яких поступово зменшується. 

2. Запропоновано математичну модель конвективного теплопереносу у 

циліндричній ЕКК з вільними межами. Отримано аналітичні розв’язки для 

швидкості та збурення (відхилення величини від аналогічної у стані механічної 

рівноваги) температури в ЕКК. На основі знайдених аналітичних розв’язків 

отримано вираз для радіусу ЕКК. Показано, що для ЕКК величина безрозмірно-

го (віднесеного до товщини шару рідини) радіусу приймає тільки дискретні 

значення. Адекватність математичної моделі та отриманих аналітичних 

розв’язків підтверджена співставленням теоретично розрахованих значень ра-
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діусу ЕКК з експериментальними даними. Встановлено, що для ЕКК, яка не 

знаходиться під дією зовнішніх механічних впливів, безрозмірний діаметр ста-

новить 3,44. 

3. Встановлено, що теплова потужність, що переноситься однією ЕКК, 

зворотно пропорційна квадрату її радіусу, а радіус комірки збільшується зі зро-

станням числа Релея. При незмінному числі Релея ця теплова потужність прямо 

пропорційна радіусу ЕКК. На цій підставі сформульовано та теоретично обґру-

нтовано енергетичний принцип формування повторюваних конвективних стру-

ктур у шарі в’язкої нестисливої рідини, що рівномірно підігрівається знизу: при 

відсутності додаткових впливів у процесі збільшення температурного перепаду 

між нижньою і верхньою границею шару рідини, утворення додаткової ЕКК 

мінімально можливого радіусу енергетично більш вигідно, ніж перехід однієї з 

існуючих комірок у стійкий стан з більшим радіусом. 

4. Встановлено, що у розплаві металу при вакуумно-дуговому переплаві 

сталі виникає конвективна структура, подібна ЕКК, яка займає весь об’єм розп-

лаву, та у якій спостерігається висхідна течія у центрі і спадна – на периферії. 

Оскільки нижня поверхня розплаву не є плоскою, то математичну модель і 

розв’язки, що були отримання для ЕКК, адаптовано для конвективних структур 

з конічним та косинусоїдальним профілем дна. 

5. Вдосконалено конструкцію катоду вакуумної дугової печі. Запропоно-

вано методику розрахунку геометричних параметрів порожнин у катоді (безро-

змірні ширина похилої кругової канавки, радіус циліндричного катоду), що міс-

тять порошок легуючої домішки, при яких забезпечується безупинне рівномір-

не надходження порошку у розплав. Показано, що у випадку застосування по-

рошку діоксиду цирконію, вони приймають значення 0,14 і 0,63 відповідно.  

6. Отримано вираз для визначення максимально допустимого розміру ча-

стинок легуючої домішки, при якому забезпечується її однорідний розподіл по 

всьому об’єму розплаву внаслідок конвективної течії. Встановлено, що для ста-

лі 08X18H10T розмір частинок ZrO2 повинен перебувати у межах 80−100 нм. 
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7. Для забезпечення кращої гомогенізації конвективної течії необхідно, 

щоб розміри установки, швидкість плавлення катоду та інтенсивність водяного 

охолодження були таким, що розплавлена фаза металу мала б такі ж пропорції, 

як і ЕКК: відношення діаметра до висоти становило 3,44. 

8. Результати дисертаційної роботи впроваджені у проведення науково-

прикладних досліджень в Національному науковому центрі «Харківський фізи-

ко-технічний інститут» і використовуються в навчальному процесі Харківсько-

го Національного Університету ім. В. Н. Каразіна на кафедрі фізики нетради-

ційних енерготехнологій та екології. 
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