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Мета – побудувати 3D-модель для визначення ефективних фізико-

механічних характеристик (ФМХ) перехресно армованого  полімерного 

композитного матеріалу (ПКМ) з урахуванням просторового напружено-

деформованого стану (НДС), акцентуючи увагу на отриманні 

аналітичних залежностей для трансверсального модуля пружності E3 

та пов’язаних з ним характеристик жорсткості й податливості, які в 

класичній теорії композитних пластин і оболонок ігнорують згідно з 

гіпотезою про недеформованість нормалі E3 → ∞. 

Завдання:  

• використовуючи співвідношення Дюамеля-Неймана у матричному 

вигляді, проаналізувати структуру співвідношень і залежність модулів 

Юнга, коефіцієнтів Пуассона й термічного розширення шару з ПКМ 

від трансверсального модуля пружності E3 ; 

• узагальнити відомі формули повороту для коефіцієнтів матриць 

жорсткості та податливості за косокутного армування шару з 

урахуванням поперечних деформацій;  

• отримати просторову модель визначення ФМХ для ортотропного 

шару у випадку симетричного армування ; 

•  розробити програмне забезпечення (ПЗ) для обчислення 

властивостей перехресно армованого ПКМ для змінних кутів 

армування, зокрема, в інтеграції зі стандартними пакетами скінченно-

елементного аналізу, такими як  ANSYS. 
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Рис. 1. Однонаправлено армований композит 
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Рис. 2. Симетрично косокутно армований композит 



Вимоги ANSYS щодо вводу  повного набору  

ФМХ для 3D-елементів з ПКМ 



Побудова теоретичної 3D-моделі: cпіввідношення Дюамеля - Неймана  







Формули повороту  
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Програмна реалізація і розрахунок ФМХ ПКМ в електронних таблицях:  
ліворуч - вхідні дані; праворуч - розрахункові величини для різних кутів  

симетричного армування 

3D -  модель 



Програмна реалізація і розрахунок ФМХ ПКМ в електронних таблицях:  
ліворуч - вхідні дані; праворуч - розрахункові величини для різних кутів  

симетричного армування 

2D -  модель 



Матеріал № 1:  

1E 70; 2E 60; 3E 15; 12G 3,5; 13G 23G 3; 12 0,07; 13 23 0,3.  

Модулі Юнга в площині армування є близькі, а коефіцієнт Пуассона малий.  

Тобто доля волокон є суттєвою або матриця має подібні властивості. 

Залежність ФХМ від кута симетричного армування (1) 

Поведінка модулів 1E , 2E  і 12G  кількісно та якісно однаково відображена для обох 3D- і 2D-моделей (рис. а), 

однак, для кутів армування 40°…50° модулі 1E , 2E  співмірні й менші за 3E , чого 2D-модель, очевидно, не 

враховує. Відмітимо, що коефіцієнт Пуассона композиційного матеріалу в діапазоні кутів армування 30°…65° 

перевищує значення 0,5 (рис. 1 б), що є пороговим для ізотропних матеріалів. Специфічні для 3D-моделі 

ненульові коефіцієнти Пуассона 13  і 23  за альтернативної гіпотези 033   при )(3 E const повторюють 

поведінку модулів 1E  і 2E , як і передбачають формули симетрії 3/13113 EE  , 3/23223 EE   завдяки тому, 

що коефіцієнти Пуассона 31  і 32  змінюються несуттєво (рис. в, г). 



Матеріал № 2:  

1E 160; 2E 7; 3E 7; 12G 13G 4; 23G 2,57; 12 13 0,01; 23 0,33.  

Модуль Юнга вздовж напряму армування волокон значно вищий, ніж матриці. Коефіцієнти Пуассона в 

площинах поперек армування малі. У поперечному до напряму армування волокон перерізі  

однонаправлено армований матеріал є транверсально ізотропним. 

 

Залежність ФХМ від кута симетричного армування (2) 

Внаслідок суттєвої різниці властивостей матриці та волокон є значна асиметрія графіків для 1E  і 2E , які між собою дзеркально 

відображені відносно 45°, )(1 E = )90(2 E (рис. а). Як і для матеріалу № 1, 3D- і 2D-моделі однаково відтворюють поведінку 

модулів 1E , 2E  і 12G  та коефіцієнтів Пуассона 12 , 21  (рис. б), враховуючи ефект високих значень (більших за 0,5) для обох 

моделей. Коефіцієнти Пуассона 13 , 31  набувають від’ємних значень (як для ауксетичних матеріалів) для кутів армування, 

менших 45°, а 23 , 31  – для кутів, більших 45° (рис. 2 в, г). Тільки для кутів, близьких до 45°, однак, неодночасно, ці коефіцієнти 

нульові або близькі до нуля. Тобто ауксетичні властивості [10] перехресно армований композит має проявляти для усього діапазону 

кутів армування від 0° до 90°, крім цих крайніх значень, що можна вважати для властивостей ортотропного матеріалу тривіальним 

випадком формул повороту, який полягає в перенумерації осей. Навпаки, у межах 2D-моделі ефект ауксетичного матеріалу не 

відображається. 

 



Інтеграція модулів розрахунку властивостей симетрично 

армованого ПКМ з програмою ANSYS на мові APDL: 

структурна схема 



Блок-схема розрахунку усередених ФМХ шару: 



Якщо гіпотеза 033   для композитного шару відкидається, або ми використовуємо 

просторову модель для симетрично перехресно армованого ПКМ, то для розрахунків 

потрібно знати повний набір ФМХ. Визначальні співвідношення для еквівалентного 

ортотропного матеріалу, де виділено вклад напруження 33 , використано для 

побудови теоретичних залежностей пружних модулів від кута повороту волокон для 

однонаправлено армованого композиту, а в разі симетричної укладки – для 

практично важливого випадку перехресного армування. Запропонована 3D-модель 

порівнювалася з класичним 2D-підходом ( 033  ). Очікуване уточнення має 

порядок 3
2
13

E , що для багатьох матеріалів є незначним, як видно з прикладів 

розрахунку. З іншого боку, це підтверджує коректність 3D-моделі, а обґрунтованість 

її застосування для розрахунків просторового напруженого стану є вищою, ніж для 

2D-моделі. Для деяких варіантів властивостей сучасних композитів виявлено якісні 

особливості, що враховує 3D-модель: високі (більше 0,5) та від’ємні значення 

коефіцієнтів Пуассона. 

Співвідношення 3D-моделі армованого композиту отримані достатньо просто (без 

мікроструктурних гіпотез, наприклад, щодо взаємодії волокон з матрицею ПКМ) і є 

свого роду надбудовою над класичним 2D-підходом. Їхня програмна реалізація може 

бути включена в інженерні розрахунки, зокрема, методом скінченних елементів. 

Якщо кут армування змінний, то використання автоматизованого процесу 

перерахунку властивостей ПКМ особливо важливе. Також 3D-модель може буде 

використана для побудови моделі пакету ортотропних шарів з урахуванням шарів 

різної товщини тощо. 




