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АНОТАЦІЯ 

Чорна О.С. Математичні моделі та методи оптимізації на циклічних 

перестановках і їх застосування. – На правах рукопису. 

Дисертація на здобуття наукового ступеня кандидата технічних наук за 

спеціальністю 01.05.02 – математичне моделювання та обчислювальні 

методи. 

Харківський національний університет радіоелектроніки, Міністерство 

освіти і науки України, Інститут проблем машинобудування ім. А. М. 

Підгорного Національної академії наук України, Харків. 

Постійне та повсюдне використання обчислювальної техніки в останні 

десятки років дало маштабного поштовху для розвитку галузі дискретної 

математики, і зокрема, комбінаторики. В рамках робіт багатьох вчених 

створено та успішно застосовується широкий спектр різних моделей 

комбінаторної оптимізації для опису та розв’язання задач проектування, 

планування, розміщення, класифікації, управління та інших. Математичні 

моделі цих комбінаторних оптимізаційних задач у багатьох випадках мають 

складні комбінаторні властивості. Одним з найбільш досліджених і широко 

використовуваних класів комбінаторних конфігурацій є перестановки різних 

елементів. Множина перестановок використовується як для моделювання 

реальних об'єктів і систем, так і при розробці методів розв’язання 

комбінаторних задач. Однією з фундаментальних властивостей перестановок 

є їх циклічна структура. Дослідженню циклічної структури перестановок 

присвячено велику кількість робіт. Окремий клас перестановок складають 

перестановки, циклічна структура яких складається з єдиного циклу, тобто 

циклічні перестановки, які є підмножиною множини перестановок. 

Серед класів комбінаторних конфігурацій особливе місце займають 

евклідові комбінаторні множини. Важливим інструментом дослідження 

евклідових комбінаторних множин є їх відображення в арифметичний 

евклідів простір, що дозволяє досліджувати опуклі оболонки евклідових 
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комбінаторних множин. Перестановочний багатогранник це опукла оболонка 

множини перестановок та він є одним із найбільш досліджених 

комбінаторних багатогранників. Дослідження підмножин вершин 

перестановочного багатогранника, які відповідають певним підмножинам 

множини перестановок, зокрема, циклічним перестановкам, є одним з 

перспективних підходів для дослідження властивостей деяких перестановок. 

Множина циклічних перестановок, її елементи та їх властивості 

можуть бути використані при розробці нових і модифікації існуючих методів 

комбінаторної оптимізації. Серед комбінаторних методів пошуку в околі 

виділяються методи, що використовують циклічні трансфери. Методи на 

основі циклічних трансферів успішно застосовуються для розв’язання 

широкого спектра задач про призначення, маршрутизації, складання 

розкладів і т.д. Основні результати теорії циклічних трансферів спираються 

на циклічні перестановки. Застосування властивостей циклічних 

перестановок в теорії циклічних трансферів є актуальним напрямком. 

В роботі досліджені моделі та методи комбінаторної оптимізації, що 

використовують властивості множини циклічних перестановок і їх 

застосування для розв’язання наукових і прикладних задач, серед яких — 

задачі транспортної маршрутизації. 

Досліджено властивості циклічних перестановок при їх відображенні в 

евклідів простір. Використовуються поліедральні властивості перестановок і 

циклічних перестановок, що відповідають підмножині вершин 

перестановочного багатогранника. Набув подальшого розвитку клас 

транспозицій суміжності для перестановок різних елементів, представники 

якого породжують перестановки, відповідні суміжним вершинам 

перестановочного багатогранника. Описано властивості суміжності і 

особливості зміни циклічної структури перестановок при впливі 

транспозицій суміжності. Проведено класифікацію циклічних перестановок в 

залежності від впливу транспозицій суміжності на їх циклічну структуру. 

Доведено відповідні твердження про властивості транспозицій суміжності. 
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Набули подальшого розвитку методи розв’язання задач оптимізації 

лінійних функцій на множині циклічних перестановок, зокрема, з лінійними 

обмеженнями. Для розв’язання задачі без обмежень запропоновано підхід, 

заснований на комбінації методу гілок та меж і евристики. Запропоновано 

метод пошуку наближеного розв’язку задачі без обмежень з використанням 

властивостей транспозицій суміжності. Для розв’язання задачі оптимізації 

лінійних функцій на множині циклічних перестановок з лінійними 

обмеженнями запропоновано метод на основі випадкового пошуку, з 

використанням транспозицій суміжності для розв’язання допоміжної задачі.  

Набув подальшого розвитку метод комбінаторної оптимізації на основі 

циклічних трансферів в частині генерації циклічних трансферів від’ємної 

вартості. Це дозволяє розв’язувати задачі, для яких побудова допоміжного 

графа неможлива, на основі досліджених властивостей циклічних 

перестановок і транспозицій суміжності. Метод застосовано для покращення 

розв’язків задач транспортної маршрутизації, зокрема, задачі вивозу і 

доставки (Pickup and Delivery Problem), отриманих за допомогою евристики. 

Для розв’язання задач, досліджених в роботі, розроблено програмне 

забезпечення, що реалізує запропоновані моделі та методи комбінаторної 

оптимізації. Наведено результати обчислювальних експериментів, проведено 

аналіз результатів, який підтверджує ефективність запропонованих підходів. 

Отримані результати можуть бути використані при комп’ютерному 

моделюванні і розв’язанні задач в областях архівації даних і криптографії, 

квантових обчислень, біоінформатики.  

Методи та алгоритми, розроблені автором, реалізовано і використано у 

програмному забезпеченні для розв’язання задач, пов’язаних з вивозом і 

доставкою вантажів. Результати використано у держбюджетному науковому 

дослідженні, в технологічному процесі вивозу і доставки вантажів і в 

учбовому процесі ХНУРЕ, що підтверджено відповідними актами про 

використання. 
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За тематикою дисертації можливо продовження досліджень у напрямку 

пошуу альтернативних евристик та застосування альтернативних правил 

розгалуження дерева і побудови оцінок в комбінації методу гілок та меж з 

евристикою, що мають меншу обчислювальну складність порівняно із 

запропонованими у даній роботі. У напрямку використання властивостей 

транспозицій суміжності для подальшого дослідження циклічної структури 

перестановок та використання їх для розробки нових методів розв’язання 

задач оптимізації на перестановках із заданою циклічною структурою та у 

напрямку створення більш ефективних методів розв’язання різних задач 

комбінаторної оптимізації, ґрунтуючись на застосуванні альтернативної 

стратегії формування циклічних трансферів від’ємної вартості, за допомогою 

властивостей множини циклічних перестановок. 

Матеріали дисертації досить повно викладено у 20 роботах: з них 6 

статей у спеціалізованих виданнях, затверджених ДАК МОН України, 3 

статті у закордонних виданнях (всі праці входять до міжнародних 

наукометричних баз) та 11 тез доповідей на міжнародних конференціях. 

Автор має 3 статті, що індексуються базою SCOPUS. 

Ключові слова: комбінаторна оптимізація, циклічні перестановки, 

транспозиції, перестановочний багатогранник, транспозиції суміжності, 

лінійна функція, метод гілок та меж, евристика, задача вивозу і доставки. 
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ABSTRACT 

 

Chorna O.S. Mathematics models and optimization methods on cyclic 

permutations and their applications. – Qualifying scientific work on the rights of 

the manuscript. 

A Thesis for a Candidate of Engineering Sciences degree in the specialty 

01.05.02 – mathematical modeling and computational methods. 

Kharkiv National University of Radio Electronics, Ministry of Education 

and Science of Ukraine, A. Pidhornyi Institute of Mechanical Engineering 

Problems of NAS Ukraine, Kharkiv. 

The constant and widespread use of computer technology in recent decades 

has given a major impetus to the development of the field of discrete mathematics, 

and in particular, combinatorics. Many scientists have created and successfully 

used a wide range of different models of combinatorial optimization to describe 

and solve problems of design, planning, placement, classification, management and 

others. Mathematical models of these combinatorial optimization problems in 

many cases have complex combinatorial properties. One of the most researched 

and widely used classes of combinatorial configurations is permutations of various 

elements. Permutations are used both to model real objects and systems and to 

develop methods for solving combinatorial problems. One of the fundamental 

properties of permutations is their cyclic structure. A large number of works are 

devoted to the study of the cyclical structure of permutations. A separate class of 

permutations consists of single cycle permutations, ie cyclic permutations, which 

are a subset of the set of permutations. 

Among the classes of combinatorial configurations, euclidean combinatorial 

sets occupy a special place. An important tool for the study of euclidean 

combinatorial sets is their mapping into the arithmetic euclidean space, which 

allows to study the convex hulls of euclidean combinatorial sets. A permutation 

polytope is a convex hull of a set of permutations and it is one of the most studied 

combinatorial polytope. The study of subsets of vertices of a permutation polytope 
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that correspond to certain subsets of the set of permutations, in particular, cyclic 

permutations, is one of the promising approaches for studying the properties of 

some permutations. 

The set of cyclic permutations, its elements and their properties can be used 

in the development of new and modification of existing combinatorial optimization 

methods. Among the combinatorial search methods in the neighborhood are 

methods that use cyclic transfers. Cyclic transfer methods are successfully used to 

solve a wide range of tasks about assignment, routing, scheduling, etc. The main 

results of the theory of cyclic transfers are based on cyclic permutations. The 

application of the properties of cyclic permutations in the theory of cyclic transfers 

is an important direction. 

The paper investigates combinatorial optimization models and methods that 

using the properties of a set of cyclic permutations and their application for solving 

scientific and applied problems, including the vehicle routing problems. 

The properties of cyclic permutations under their mapping into Euclidean 

space are investigated. The polyhedral properties of permutations and cyclic 

permutations corresponding to the subset of vertices of the permutation polytope 

are used. A class of adjacency transpositions is introduced for permutations of 

various elements, whose representatives generate permutations corresponding to 

adjacent vertices of the permutation polytope. The properties of adjacency and the 

peculiarities of changing the cyclic structure of permutations under the influence of 

adjacency transpositions are described. The classification of cyclic permutations is 

carried out depending on the influence of adjacency transpositions on their cyclic 

structure. The corresponding statements about the properties of adjacency 

transpositions are proved. 

Methods for solving optimization problems for linear functions on the set of 

cyclic permutations, in particular, with linear constraints, have been further 

developed. An approach based on a combination of the branch-and-bound 

algorithm and heuristics is proposed to solve the problem without constraints. A 

method is proposed for finding an approximate solution to the problem without 
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constraints using the properties of adjacency transpositions. To solve the problem 

of optimization of linear functions on the set of cyclic permutations with linear 

constraints, a method is proposed based on random search, using adjacency 

transpositions to solve an auxiliary problem. 

The method of combinatorial optimization based on cyclic transfers has been 

further developed in terms of generating cyclic transfers of negative value. This 

allows to solve problems based on the investigated properties of cyclic 

permutations and adjacency transpositioins in cases where the construction of an 

auxiliary graph is impossible. The method is applied to improve the solutions 

obtained using heuristics of transport routing problems, in particular, the Pickup 

and Delivery Problem. 

The software has been developed that implements the proposed models and 

methods of combinatorial optimization, to solve the problems studied in the work. 

The results of numerical experiments are presented, the analysis of the results is 

carried out, confirming the effectiveness of the proposed approaches. 

The results obtained can be used in computer modeling and solving 

problems in the fields of data archiving and cryptography, quantum computing, 

bioinformatics.  

On the topic of the dissertation it is possible to continue research in the 

direction of searching for alternative heuristics and applying alternative rules of 

tree branching and construction of estimates in combination of the branch and 

bound algorithm with heuristics, which have less computational complexity than 

proposed in this paper. In the direction of using the properties of transpositions of 

adjacency for further study of the cyclic structure of permutations and their use to 

develop new methods for solving optimization problems on permutations with a 

given cyclic structure and in the direction of creating more effective methods for 

solving various combinatorial optimization problems based on alternative strategy 

formation of cyclic transfers of negative value, using the properties of the set of 

cyclic permutations. 
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The methods and algorithms developed by the author are implemented and 

used in software for solving problems related to the pickup and delivery of goods. 

The results were used in state budget scientific research, in the technological 

processes of transportation of goods and in the educational process of KNURE, 

which is confirmed by the relevant acts of use. 

Keywords: combinatorial optimization, cyclic permutations, transpositions, 

permutation polytope, adjacency transpositions, linear function, branch-and-bound 

algorithm, heuristics, pickup and delivery problem. 
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ВСТУП 

 

Актуальність теми. На даний момент жодна галузь людської 

діяльності не обходиться без постійного і повсюдного використання 

обчислювальної техніки. Для опису і розв’язку багатьох задач проектування, 

планування, розміщення, класифікації, управління створено та успішно 

застосовується широкий спектр різних моделей дискретного програмування. 

Комбінаторна оптимізація – один з активно досліджуваних напрямків 

дискретного програмування. Оптимізаційним комбінаторним задачам 

присвячені відомі праці вітчизняних і зарубіжних авторів, а саме І.В. 

Сергієнко, І.І. Меламеда, Ю.Г. Стояна, С.В. Яковлєва, І.В. Гребенніка, Н.В. 

Семенової, О.О. Ємця, В.П. Шило, Л.Ф. Гуляницького, П.І. Стецюка, S. 

Ropke, C.H. Papadimitriou, P. Toth, D. Vigo, F. Bergeron, P. Flajolet, M. Bona. В 

рамках цього розділу проводиться великий спектр теоретичних і прикладних 

сучасних досліджень. Під керівництвом проф. Ю.Г. Стояна функціонує 

наукова школа, один із напрямів якої присвячено розв’язанню 

оптимізаційних комбінаторних задач геометричного проектування. В цьому 

напрямі в рамках школи відзначимо результати Ю.Г. Стояна, С.В. Яковлєва, 

М.І. Гіля, В.М. Комяк, О.О. Ємця, О.В. Панкратова, Т.Є. Романової, І.В. 

Гребенніка, О.В. Панкратова, О.С. Пічугіної. 

Математичні моделі комбінаторних оптимізаційних задач мають 

складну комбінаторних природу. Одним з основних понять, яке 

використовується при математичному моделюванні і розв’язанні 

комбінаторних оптимізаційних задач є поняття комбінаторної конфігурації, 

введене К. Бержем, яке отримало подальший розвиток, зокрема, в роботах 

Ю.Г. Стояна та учнів. Одним з найбільш досліджених і широко 

використовуваних класів комбінаторних конфігурацій є перестановки різних 

елементів. Множина перестановок використовується як для моделювання 

реальних об'єктів і систем, так і при розробці методів розв’язання 

комбінаторних задач. Властивостям цієї множини й окремих її елементів 
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присвячено багато робот. Однією з фундаментальних властивостей 

перестановок є їх циклічна структура. Відзначимо, що дослідженню 

циклічної структури перестановок присвячена велика кількість робіт і інтерес 

до властивостей перестановок, пов'язаних з циклічною структурою 

проявляється у багатьох сучасних дослідженнях. Окремий клас перестановок 

складають перестановки, циклічна структура яких складається з єдиного 

циклу. Такі перестановки називаються циклічними перестановками і 

складають підмножину множини перестановок. Циклічні перестановки 

мають всі властивості, характерні для перестановок і при цьому мають ряд 

специфічних характеристик, властивих тільки їм. Досліджуються циклічні 

перестановки в роботах різних вчених, серед яких Р. Стенлі, M. Bona, 

В.О. Ємелічев, Ch.A. Charalambides, А.Н. Ісаченко, S. Elizalde. Циклічні 

перестановки застосовуються при математичному моделюванні і розв’язанні 

багатьох задач в різних областях науки і техніки, наприклад, в архівації 

даних і криптографії, квантових обчисленнях, біоінформатиці. Велика 

кількість класичних і сучасних публікацій присвячено задачам транспортної 

маршрутизації. Серед них існує широкий клас задач, в яких для виконання 

перевезень будуються кільцеві (замкнуті, циклічні) маршрути, при 

моделюванні яких застосовуються, зокрема, циклічні перестановки. Список 

публікацій з транспортної маршрутизації надзвичайно широкий, серед них є 

роботи P. Toth, D. Vigo, S. Ropke, C. Rego, І.І. Меламеда, А.В. Панішева, Л.Ф. 

Гуляницького і багатьох інших. 

Широке використання циклічних перестановок і можливість їх 

застосування в нових класах задач визначають актуальність подальшого 

дослідження властивостей циклічних перестановок і задач оптимізації на 

циклічних перестановках. 

Серед класів комбінаторних конфігурацій особливе місце займають 

евклідові комбінаторні множини. Важливим інструментом дослідження 

евклідових комбінаторних множин є їх відображення в арифметичний 

евклідів простір. Основи теорії евклідової комбінаторної оптимізації та були 
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закладені проф. Ю.Г. Стояном і розвинені в роботах С.В. Яковлєва, О.О. 

Ємця, О.С. Пічугіної, Н.В. Семенової, Т.Є. Романової, І.В. Гребенніка та 

інших. Застосування поліедральної комбінаторики дозволяє розширити 

спектр математичних інструментів, які використовуються для розв’язання 

задач комбінаторної оптимізації. Перестановочний багатогранник є одним з 

основних, добре досліджених комбінаторних багатогранників. В роботах Г.А. 

Донця, Л.М. Колєчкиної, О.М. Ісаченко досліджується спеціальний клас 

транспозицій для перестановок що відповідають суміжним вершинам 

перестановочного багатогранника, які ми далі будемо називати 

транспозиціями суміжності. Дослідження підмножин вершин 

перестановочного багатогранника, які відповідають певним підмножинам 

множини перестановок є одним з перспективних підходів для дослідження 

властивостей перестановок. У даній роботі на перестановочному 

багатограннику досліджуються вершини, відповідні множині циклічних 

перестановок. 

Множина циклічних перестановок, її елементи та їх властивості 

можуть бути використані при розробці нових стратегій і для модифікації 

існуючих методів комбінаторної оптимізації. Існує широкий клас 

покращуючих алгоритмів, загальна стратегія яких базується на пошуку 

кращого розв’язку в деякому околі вихідного розв’язку. Серед комбінаторних 

методів пошуку в околі виділяються методи, що використовують циклічні 

трансфери. Методи на основі циклічних трансферів успішно застосовуються 

для розв’язання широкого спектра задач про призначення, маршрутизації, 

складання розкладів і т.д. Теорія циклічних трансферів була запропонована в 

роботах P.M. Thompson, J.B. Orlin і H.N. Psaraftis. В основі теорії циклічних 

трансферів лежить поняття циклічних перестановок. 

Мета та задача дослідження. Метою роботи є розвиток моделей і 

методів комбінаторної оптимізації, що використовують властивості множини 

циклічних перестановок та їх застосування для розв’язання наукових і 

прикладних задач, зокрема, задач транспортної маршрутизації. 
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Для досягнення цієї мети поставлені наступні задачі: 

1. Дослідження властивостей циклічних перестановок для 

використання їх в методах комбінаторної оптимізації. 

2. Розробка нових і адаптація існуючих методів комбінаторної 

оптимізації на множині циклічних перестановок. 

3. Покращення розв’язків задач комбінаторної оптимізації, 

отриманих за допомогою евристики, на основі теорії циклічних трансферів з 

використанням специфічних властивостей циклічних перестановок і 

властивостей конкретного класу задач. 

Об'єкт дослідження – комбінаторна природа технічних об’єктів. 

Предмет дослідження – математичне та комп'ютерне моделювання 

наукових і прикладних задач оптимізації на циклічних перестановках та 

методи їх розв’язання. 

Методи дослідження. В роботі застосовано методи комбінаторики для 

дослідження особливостей циклічної структури перестановок, властивостей 

циклічних перестановок та транспозицій суміжності; комбінаторна теорія 

багатогранників для дослідження властивостей вершин перестановочного 

багатогранника, що відповідають циклічним перестановкам; методи 

комбінаторної оптимізації, зокрема, метод гілок та меж, евристичні методи, 

метод випадкового пошуку для розв’язання задач оптимізації лінійних 

функції на множині циклічних перестановок при наявності та відсутності 

додаткових обмежень; метод на основі теорії циклічних трансферів для 

побудови стратегії покращення розв’язків задач комбінаторної оптимізації, 

отриманих за допомогою евристики. 

Наукова новизна отриманих результатів. 

1. Отримали подальший розвиток методи дослідження спеціального 

класу транспозицій для перестановок, що відповідають суміжним вершинам 

перестановочного багатогранника (транспозицій суміжності) в частині: 

– їх впливу на циклічну структуру перестановок; 

– аналізу циклічних властивостей суміжних перестановок; 
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– їх застосування для генерації циклічних перестановок; 

це дозволяє дослідити циклічну структуру суміжних вершин 

перестановочного багатогранника, розробити нові та адаптувати існуючі 

методи комбінаторної оптимізації; знизити надлишковість при генерації 

циклічних перестановок за допомогою транспозицій суміжності. 

2. Вперше для циклічних перестановок при їх відображенні в 

евклідів простір, отримано такі результати: 

– запропоновано класифікацію циклічних перестановок в 

залежності від послідовності елементів у циклі, що дозволяє 

генерувати циклічні перестановки та оцінити складність їх 

генерації за допомогою транспозицій суміжності. 

– побудовано циклічні перестановки за допомогою транспозицій 

суміжності та їх композицій, які можуть бути використані в 

методах комбінаторної оптимізації на циклічних перестановках; 

– досліджено взаємне розташування вершин, що відповідають 

циклічним перестановкам у перестановочному багатограннику, 

що дозволяє підвищити ефективність методів розв’язання задач 

комбінаторної оптимізації на циклічних перестановках; 

3. Отримали подальший розвиток методи розв’язання задач 

оптимізації лінійних функцій на множині циклічних перестановок за рахунок 

використання властивостей транспозицій суміжності, що дозволяє підвищити 

ефективність відомих методів (гілок та меж, випадкового пошуку) при 

розв’язанні задач на циклічних перестановках. 

4. Отримав подальший розвиток метод циклічних трансферів для 

покращення розв’язків задач комбінаторної оптимізації, отриманих за 

допомогою евристики, в частині генерації циклічних трансферів від’ємної 

вартості, що дозволяє розширити клас розв’язуваних задач, для яких 

неможливо побудувати допоміжний граф (auxiliary graph). 

Особистий внесок здобувача. Усі наукові результати дисертаційного 

дослідження отримані автором самостійно. У роботах, написаних у 
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співавторстві, автору належать: [1, 10–11] – доведення твердження про 

часткову перестановку та її використання у методі гілок та меж для 

розв’язання задачі оптимізації лінійної функції на множині циклічних 

перестановок без додаткових обмежень та результати обчислювальних 

експериментів; [2, 3, 4, 6, 12, 14–16, 18] – дослідження властивостей 

множини циклічних перестановок, введення та дослідження транспозицій 

суміжності, дослідження їх впливу на перестановки, метод генерації 

циклічних перестановок та метод оптимізації лінійної функції на множині 

циклічних перестановок за допомогою транспозицій суміжності; [5, 7, 13, 17, 

19] – розв’язання допоміжної задачі при оптимізації лінійної функції на 

множині циклічних перестановок з додатковими обмеженнями. Застосування 

для цього методу гілок та меж, евристики с використанням методу гілок та 

меж, паралельних обчислень, методу за допомогою транспозицій суміжності 

та розробка відповідної частини програмного забезпечення; [8, 9, 20] – метод 

покращення розв’язків задач комбінаторної оптимізації, отриманих за 

допомогою евристики, на основі циклічних трансферів в частині генерації 

циклічних трансферів за допомогою властивостей множини циклічних 

перестановок. Застосування циклічних трансферів для покращення розв’язків 

задачі PDP, отриманих за допомогою евристики, та розробка відповідної 

частини програмного забезпечення. 

Апробація результатів дисертації. Основні положення дисертаційної 

роботи було подано на: 

1. 14–й всеукраїнській (9 міжнародній) студентській науковій 

конференції з прикладної математики та інформатики (Львів, Україна, 

2011 р.); 

2. 18–ому міжнародному молодіжному форумі «Радіоелектроніка і 

молодь в XXI столітті» (Харків, Україна, 2014 рр.); 

3. XX, XXII, XXV міжнародних конференціях «Problems of decision 

making under uncertainties (PDMU)» (Крим, Східниця, Україна, Брно, Чехія, 

2012, 2013, 2015 рр.) 
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4. 4–й міжнародній конференції «International Conference on 

application of information and communication technology and statistics in 

economy and education (ICAICTSEE)» (Софія, Болгарія, 2014 р.); 

5. міжнародній конференції «Сучасні проблеми прикладної 

математики та інформатики (APAMCS)» (Львів, Україна, 2015 р.); 

6. міжнародних науково–практичних конференціях «Інформаційні 

технології в культурі, мистецтві, освіті, науці, економіці та бізнесі» (Київ, 

Україна, 2016, 2019 р.). 

7. конференції молодих вчених та спеціалістів «Сучасні проблеми 

машинобудування» Інституту проблем машинобудування ім. А. М. 

Підгорного НАН України (Харків, Україна, 2016 р.); 

8. науковому семінарі відділу математичного моделювання та 

оптимального проектування інституту проблем машинобудування ім. А.М. 

Підгорного НАН України (Харків, Україна, 2020 р.). 

9. науковому семінарі кафедри системотехніки Харківського 

національного університету радіоелектроніки (Харків, Україна, 2018–2020 

р.). 

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. 

Робота виконана в період з 2012 по 2020 рр. на кафедрі системотехніки 

Харківського національного університету радіоелектроніки, зокрема, в 

рамках розділу №293–2 «Генерація комбінаторних конфігурацій в задачах 

математичного моделювання стійкого розвитку соціально–економічних 

систем» науково дослідної роботи «Розробка методології і математичних 

моделей соціально–економічних систем при реалізації концепції їх стійкого 

розвитку» (ДР № 0115U001522), в розробці якої автор брав участь як 

виконавець. В рамках робіт, що виконувались відповідно до плану НДР, 

автором проведено дослідження моделей та методів комбінаторної 

оптимізації, розроблено методи оптимізації лінійної функції на множині 

циклічних перестановок при наявності та відсутності додаткових обмежень, 

розроблено метод генерації циклічних перестановок за допомогою 
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транспозицій суміжності; розроблено метод покращення розв’язків задач 

комбінаторної оптимізації на основі циклічних трансферів в частині генерації 

циклічних трансферів, який застосовано до задачі транспортної 

маршрутизації (Pickup and Delivery Problem з тривимірними обмеженнями 

завантаження). 

Практичне значення отриманих результатів. Практичне значення 

результатів роботи підтверджується актами про використання методів 

розв’язання задач комбінаторної оптимізації в держбюджетному науковому 

дослідженні ДР № 0115U001522; програмного забезпечення для покращення 

розв’язку задачі вивозу та доставки вантажів, отриманого за допомогою 

евристики, в ПП «Латона» для розв’язання задач, пов’язаних з перевезенням 

вантажів. Результати дисертаційної роботи впроваджені в навчальний процес 

у Харківському національному університеті радіоелектроніки у курсі 

«Комбінаторні моделі і методі в проектуванні». Запропоновані методи та 

програмне забезпечення для розв’язання задач вивозу і доставки можуть бути 

використані для підвищення ефективності діяльності транспортних компаній 

(Додаток Б). 

Публікації. За темою дисертаційної роботи опубліковано 20 наукових 

праць, в тому числі: 6 статей у спеціалізованих виданнях, затверджених ДАК 

МОН України [1, 2, 3, 6, 7, 8], 2 з яких індексуються у базі SCOPUS [3, 6]; 3 

статі у закордонних виданнях [4, 5, 9] (всі праці входять до міжнародних 

наукометричних баз), 1 з яких індексується у базі SCOPUS [9]; 11 тез 

доповідей на міжнародних і молодіжних наукових конференціях [10–20]. 

Структура і обсяг дисертації. Дисертаційна робота містить вступ, 

п’ять розділів, висновки по роботі, список використаних джерел зі 236 

найменувань на 23 сторінках та 2 додатки на 7 сторінках. Повний обсяг 

дисертації становить 199 сторінки, з них 162 сторінки основного тексту, 

включаючи 40 рисунків. 
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РОЗДІЛ 1     

 ОСОБЛИВОСТІ МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ ТА 

РОЗВ’ЯЗАННЯ НАУКОВИХ І ПРИКЛАДНИХ ЗАДАЧ ОПТИМІЗАЦІЇ 

НА ЦИКЛІЧНИХ ПЕРЕСТАНОВКАХ 

 

У розділі проаналізовано вітчизняні та зарубіжні публікації, присвячені 

змістовним задачам комбінаторної природи і їх аналізу, властивостям 

комбінаторних конфігурацій, комбінаторних оптимізаційних задач на 

перестановках і методів їх розв’язання. Визначено напрямки наукових 

досліджень. 

 

1.1 Особливості математичного моделювання наукових і 

прикладних задач, що мають комбінаторних структуру 

 

Впровадження обчислювальної техніки в різні сфери людської 

діяльності підкреслило те, що багато важливих задач проектування, 

планування, розміщення, класифікації, управління добре описуються за 

допомогою різних моделей дискретного програмування. Це в свою чергу 

сприяло підвищенню інтересу до комбінаторної оптимізації, в результаті 

чого було створено ряд класичних наукових праць [21–45], в яких 

розглядаються задачі оптимізації на комбінаторних множинах та пов'язані з 

цим питання. Оптимізаційні комбінаторні задачі виникають при розв’язанні 

задач геометричного проектування та управління [26, 27, 45–54]. Спектр цих 

задач надзвичайно широкий, серед них є задачі таких напрямків – задачі 

розміщення об'єктів [48, 55–58], серед яких задачі упаковки [43, 46, 49, 51, 

52, 59], задачі покриття і розкрою [51, 60–62], задачі балансного 

компонування [47, 50]. Крім задач розміщення існують такі важливі класи 

задач як лінійні і квадратичні задачі про призначення [63–68], транспортні 

задачі і задачі маршрутизації [69–102], задачі формування розкладів [103–

112] і багато інших. Для розв’язання задач, математичні моделі яких можуть 
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бути подані у вигляді комбінаторних оптимізаційних моделей, було 

досліджено проблеми перелічувальної комбінаторики [31–33, 37, 113–114], 

класифіковано і описано основні методи комбінаторної оптимізації [23–27, 

39, 41–42, 44, 115]. 

Математичні моделі комбінаторних оптимізаційних задач, що 

перелічені вище, мають складну комбінаторну природу [27, 116]. При 

побудові їх математичних моделей потрібно визначення і конструктивний 

опис комбінаторних множин, з необхідними комбінаторними властивостями. 

У багатьох випадках для цього потрібно побудувати комбінаторні множини, 

що виходять за рамки відомих класів комбінаторних множин. Серед робіт, 

присвячених властивостям комбінаторних структур, зокрема, перестановок, 

праці M.Bona [32], F. Bergeron, P. Flajolet [34–36], Ю.Г. Стояна [117], С.В. 

Яковлева [118–120], О.О. Ємця [77–78], І.В. Гребенніка [121–122], Н.В. 

Семенової [123–125], Л.Ф. Гуляницького [64, 126], В.П. Шило [127–128], 

О.М. Ісаченко [129–131]. 

Дослідження і використання властивостей комбінаторних об'єктів 

підвищує ефективність процесів моделювання та розв’язання задач, що 

мають комбінаторну структуру, зокрема, задач комбінаторної генерації і 

комбінаторної оптимізації. У роботах з перелічувальної комбінаторики 

досліджено твірні функції [31, 33, 44], методи генерації перестановок з 

наявністю або з відсутністю заданих патернів [32, 132–136], методи генерації 

перестановок із заданими властивостями [121–122, 137]. Для перестановок 

широко досліджено багато властивостей, зокрема, що стосуються циклічної 

структури перестановок [2–4, 6, 31, 44, 121, 136, 138]. Відомі методи і 

алгоритми, що дозволяють робити розкладання перестановок в добуток 

циклів [23–24]. Роботи [117, 121–122, 135, 137] присвячено генерації 

перестановок із заданою циклічною структурою. 

Описані дослідження множини перестановок дозволили 

використовувати її властивості і застосовувати багато методів комбінаторної 

оптимізації для розв’язання великого класу задач на множині перестановок. 
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Проведемо огляд найбільш широко відомих і досліджених задач 

комбінаторної оптимізації на множині перестановок Багато задач 

геометричного проектування добре описуються комбінаторними моделями 

на перестановках і для їх розв’язання пропонуються комбінаторні 

оптимізаційні підходи. 

У роботах Ю.Г. Стояна та його учнів введено Ф–функції як засіб 

математичного моделювання та розв’язання оптимізаційних задач 

розміщення геометричних об’ектів [46, 50–53, 139–140]. У ряді робіт задачу 

розміщення об'єктів пропонується розв’язувати за допомогою методів 

локального пошуку і за допомогою різних евристик [55–58]. Математичне 

моделювання і розв’язання деяких однокритеріальних і багатокритеріальних 

задач розміщення паралелепіпедів описано в роботах [59–62]. Для 

розв’язання задач розміщення різних об'єктів на кінцевих, нескінченних і 

напів нескінченних стрічках [58, 60], пропонуються різні точні, наближені 

[60–62] і евристичні методи [58]. Розвитком цих методів і алгоритмів є 

розширення двовимірного випадку на n–мірний [46, 59]. 

Підхід до розв’язання задач розкрою, упаковки і формування розкладів 

який базуеться на поданні їх як задач на фрагментарній структурі введено в 

[141]. При цьому задача оптимізації зводиться до задачі комбінаторної 

оптимізації на множині перестановок без додаткових обмеженнь. 

Оптимізаційні задачі, що мають фрагментарну структуру, можна 

розв’язувати різними наближеними методами оптимізації, наприклад, 

методами локального і випадкового пошуку, методами з використанням 

еволюційних і мурашиних алгоритмів. 

У класі комбінаторних задач, зокрема, пов'язаних з побудовою 

циклічних маршрутів, виділяють задачі транспортної маршрутизації. 

Класичною задачею транспортної маршрутизації є задача комівояжера. У 

публікаціях [69–73] наведено результати теоретичного характеру розв’язання 

задачі комівояжера. Дано різні (комбінаторні, графові і ін.) описи задачі, 

постановки її в формі задач лінійного і цілочисельного лінійного 
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програмування. Докладно описано практичні задачі, що зводяться до задачі 

комівояжера [87], моделі і методи їх розв’язання [88]. Окремі публікації 

присвячено опису точних [70] і наближених методів розв’язання задачі 

комівояжера [71]. Ряд публікацій присвячено розв’язанню гамільтонової 

задачі комівояжера [89]. 

Комбінаторні транспортні задачі у чіткій і нечіткій постановці 

досліджено в роботах [74–78], для них наведено точні і наближені [75] 

методи розв’язання, в тому числі, метод гілок та меж [77] і метод 

комбінаторних відсікань [78]. 

У зарубіжних публікаціях широко досліджено задачі транспортної 

маршрутизації, що позначаються як VRP (vehicle rooting problem) [79–86, 93–

94, 102]. Vehicle routing problem (VRP) має різні застосування в транспортній 

логістиці та список публікацій, присвячений цій проблемі досить великий 

[142–147]. Хоча різні класи VRP відповідають різним практичним ситуаціям, 

всі вони націлені на ефективне використання парку транспортних засобів для 

задоволення потреб клієнтів. Схематичне зображення задачі VRP та приклад 

її розв'язку для п'ятьох транспортних засобів наведено на рис. 1.1. 

 

 

Рисунок 1.1. Приклад задачі VRP та її розв'язку 

 

Поряд з маршрутизацією транспорту в реальних вантажоперевезеннях 

існують обмеження на завантаження транспортних засобів. Дана проблема 

була описана в [93] і згадується як capacitated vehicle routing problem (CVRP) 
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з тривимірними (3D) обмеженнями на завантаження (3L–CVRP) [86]. У 3L–

CVRP користувачеві необхідно перевезти ряд коробок (паралелепіпедів), що 

описані тривимірними лінійними розмірами і їх вагою. На відміну від 

класичної задачі CVRP, де до уваги приймається тільки вага вантажів. 

Сучасні результати в області моделювання і методів розв’язання для проблем 

маршрутизації і завантаження транспортних засобів наведено, наприклад, у 

[148–149]. 

У класі задач VRP виділяють задачі розвезення вантажів від багатьох 

відправників багатьом одержувачам, так звані задачі PDP (pick–up and 

delivery problem). У Pickup and Delivery Problem (PDP) користувачеві 

необхідно забрати вантажі в деяких локаціях і доставити їх в інші [80–84, 

150–154], наприклад як це продемонстровано на рис. 1.2 [155]. Ця проблема 

виникає, наприклад, в міських кур'єрських службах і системах доставки "від 

дверей до дверей". 

 

 

Рисунок 1.2. Приклад задачі PDP та її розв'язку 

 

У задачі PDP парк транспортних засобів обслуговує запити на 

перевезення між пунктами відправлення (пунктами видачі) і пунктами 
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призначення (пунктами доставки). Кожен маршрут повинен починатися і 

закінчуватися в певному депо і повинен задовольняти обмеженням парності і 

пріоритетності: пункт відправки повинен передувати пункту доставки, і 

кожна пара пунктів відправки–доставки повинна відвідуватись одним і тим 

же транспортним засобом [140, 154]. Додатковими обмеженнями, в такому 

випадку можуть бути, наприклад, часові вікна [81, 91–92, 154], часові 

обмеження, пов'язані з наявністю транспортних засобів [155], вимоги на 

завантаження транспортних засобів в порядку стека [82] або черги [83], 

2D/3D обмеження на завантаження транспортних засобів [84–86, 140, 156]. 

Існують різні евристичні і метаевристичні підходи до розв’язання 

задачі PDP: варіації пошуку з заборонами [157], пошук із заборонами в 

поєднанні з алгоритмом імітації відпалу [158], методи околів, що звужуються 

[159], модифікації генетичного алгоритму [160], різні евристики [161], 

гібридні алгоритми, наприклад, поєднання імітації відпалу і пошуку в 

широких околах [162], адаптивний пошук в широких околах, непрямий 

локальний пошук з жадібним декодуванням [163], спрямований метод 

вилучення ланцюжків [164]. 

Задачі VRP c обмеженнями на завантаження транспортних засобів, що 

описуються в форматі 2D або 3D, відносяться до задач геометричного 

проектування. 

Циклічні перестановки можуть бути використані не тільки при 

побудові математичних моделей різних наукових і прикладних задач, але в 

методах розв’язання задач. Наприклад, циклічні перестановки лежать в 

основі загальної стратегії покращення розв’язків задач, яка базується на 

теорії циклічних трансферів [94, 165]. Теорія циклічних трансферів є 

основою загальної стратегії пошуку, яка належить до комбінаторних методів 

пошуку в околі, докладніше про них написано в пункті 1.4. 

 

 

 



20 

 

1.2 Класи комбінаторних множин в математичних моделях 

комбінаторних задач 

 

Розв’язання широкого спектра задач комбінаторної оптимізації та 

наявність в цих задачах різноманітних обмежень сприяли введеню К. Бержем 

поняття комбінаторної конфігурації [114, 166], яке дозволяє описувати класи 

комбінаторних множин з різними властивостями. 

Теорія конфігурацій розглядає задачі вибору і розташування елементів 

деякої дискретної множини відповідно до заданих правил. Клод Берж (C. 

Berge) запропонував формалізувати поняття комбінаторної конфігурації 

наступним чином: нехай дано m , n  – натуральні числа, а також дві множини 

 1,...,U m ,  1,..., nV v v , Причому на V  заданий деякий строгий порядок 

1 ... nv v  . Таким чином, комбінаторною конфігурацією [114, 166] 

називається відображення :U V  , яке задовольняє деякому комплексу 

обмежень  . При фіксованих m  і n  число комбінаторних конфігурацій 

скінченне. Вибір обмежень   дозволяє описувати різні комбінаторні 

конфігурації. 

У роботах Ю.Г. Стояна та учнів з дослідження властивостей і 

розв’язання комбінаторних оптимізаційних задач геометричного 

проектування поняття комбінаторної конфігурації є одним з центральних [27, 

45, 47, 167–168]. Найбільш вивченими і відомими множинами комбінаторних 

конфігурацій є множини перестановок, розміщень і сполучень. Крім цього в 

ряді робіт було вивчено такі множини комбінаторних конфігурацій як 

поліразмещення, полісполучення, композиційні образи комбінаторних 

множин [54, 135, 169, 174–175, 177, 181] і різні підмножини класичних 

множин. Дослідженню властивостей класів композиційних образів 

комбінаторних множин та властивостям функцій на цих комбінаторних 

конфігураціях присвячено роботи [47, 167–173]. Застосування класів 
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композиційних образів комбінаторних множин в задачах геометричного 

проектування описано, наприклад, в [173]. 

Широкий інтерес викликали задачі оптимізації на евклідових 

комбінаторних множинах [26–27, 167–168]. Початок теорії евклідової 

комбінаторної оптимізації поклав проф. Ю.Г. Стоян в своїх роботах, 

присвячених теорії і методам евклідової комбінаторної оптимізації, а також, 

математичним моделям і оптимізаційним методам геометричного 

проектування [26–27]. Дослідженням задач евклідової комбінаторної 

оптимізації займалися багато вчених, серед яких, С.В. Яковлев [45, 167–168, 

170, 178], О.О. Ємець [176–177], Т.Є. Романова [47, 50–53], І.В. Гребеннік [1–

10, 47, 54, 171, 178, 180, 186] та інші. 

У роботах Ю.Г. Стояна поняття евклідової комбинаторної множини 

введено в такий спосіб: множина E  називається евклідовою комбинаторною 

множиною, якщо має наступну властивість: два елементи ,e e E  відмінні, 

якщо вони незалежно від інших особливостей відрізняються порядком 

слідування елементів [27]. 

Ефективний засіб аналізу задач комбінаторної оптимізації базуеться на 

зануренні комбінаторних множин в евклідів простір та подальшому 

дослідженні еквівалентних задач. Це дозволяє застосовувати класичні засоби 

неперервої математики для розв’язання задач комбінаторної оптимізації. Так, 

в роботах С.В. Яковлева описано стратегії розв’язання задач оптимізації на 

евклідових комбінаторних множинах при наявності або відсутності 

додаткових обмежень на основі використання методу штрафних функцій і 

модифікації методу умовного градієнта [118–120, 182], методу гілок і меж в 

комбінації з чисельними методами недиференційованої оптимізації [182] і 

наближеного полиноміального методу [120]. В статті [183] сформульовано 

основи теорії опуклих продовженнь функцій, заданих на вершинах опуклих 

багатогранників. Методи побудови опуклих продовженнь для функцій, що 

задані в точках евклідових комбінаторних множин, дозволяє переходити до 

еквівалентних задач оптимізації опуклих та сильно опуклих функцій на 
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евклідових комбінаторних множинах [184–185]. Для розв’язання 

еквівалентних задач можуть бути використані методи гілок та меж з 

оцінками мінімума опуклих функцій на комбінаторних множинах [118]. 

Відзначимо роботи Н.В. Семенової і її учнів, присвячені оптимізації на 

комбінаторних множинах перестановок [123, 187] і поліперестановок [125]. У 

роботах [123–125, 174–175] аналізується і розв’язуеться ряд 

багатокритеріальних задач комбінаторної оптимізації на різних множинах 

комбінаторних конфігурацій, серед яких множини перестановок, 

поліперестановок [123, 125] і множина полірозміщень [175]. Для розв’язання 

комбінаторних оптимізаційних задач в роботах пропонується поліедральний 

підхід [175, 179] і лексикографічна оптимізація [187]. 

У роботах Л.Ф. Гуляницького, присвячених розв’язанню 

комбінаторних оптимізаційних задач [39, 40, 64, 126, 188–189] для 

розв’язання задач, зокрема, на множині перестановок, запропоновано 

гібридний метод деформованих багатогранників [64, 188], методи з сімейства 

гілок та меж, і фронтальних алгоритмів [126]. 

Занурення комбінаторних конфігурацій в евклідів простір дозволяє 

отримати комбінаторні багатогранники [38] і досліджувати задачі евклідової 

комбінаторної оптимізації методами поліедральної комбінаторики. 

Комбінаторні багатогранники вивчалися в ряді робіт Ю.Г. Стояна, С.В. 

Яковлева, В.О. Ємелічева, М.М. Ковальова, О.М. Ісаченка, О.О. Ємця і їх 

учнів [26–27, 38, 118, 120, 129–131, 177, 190–191]. В даний час отримано 

аналітичні описи комбінаторних многогранників, серед яких багатогранник 

перестановок і парних перестановок [38, 190], загальний перестановочний 

багатогранник [26–27], загальний багатогранник розміщень, багатогранники 

деяких класів сполученнь та відповідних полімножин [27] і деякі інші. 

Частина досліджень присвячено перестановочному багатограннику [2–4, 6, 

38, 118, 120, 129–131, 190–192] і загальному багатограннику розміщень [179]. 

Це опуклі оболонки множини перестановок і множини упорядкованих 

вибірок із заданої мультимножини відповідно. В деяких роботах, наприклад, 
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у [38, 129–131] покладено початок опису багатогранника циклічних 

перестановок, а саме, визначається множина його вершин, розмірність 

багатогранника циклічних перестановок і дається опис одного сімейства 

гіперграней. Але використовувати результати цих досліджень як засіб 

розв’язання задач на циклічних перестановках не має можливості. Занурення 

комбінаторних множин в евклідів простір дозволяє використовувати засоби 

безперервної математики при аналізі комбінаторних задач [2–4, 6, 38, 129–

131, 167, 175].  

Перестановочний багатогранник описується системою нерівностей 

наступним чином [38]. Задамо вектор 1 2( , ,..., )n na a a a R  , де 

1 20 ... na a a    , тоді, позначимо через ( )nП a  – перестановочний 

багатогранник, який задається наступною системою обмежень: 

1
i i

i i

x a



 

  ,  nN  , 

1 1

n n

i i
i i

x a

 

  . 

Множина розв’язків даної системи є i –гранню (0 2)i n    

перестановочного багатогранника ( )nП a  в тому і тільки тому випадку, коли 

кожнен з цих розв’язків обертає в рівність нерівності 

1
i i

i i

x a



 

   лише для 

множин 1 2 1, ,..., n i     , де для кожного i , (0 2)i n    це кількість 

елементів, що володіють властивістю: 1 2 1... n i nN        . 

Для перестановочного багатогранника формалізовані такі поняття як 

вершина, ребро, грань і діаметр перестановочного багатогранника [38, 192]. 

До базових властивостей перестановочного багатогранника відносяться 

критерій суміжності його вершин, критерій суміжності граней. Класичний 

вид багатогранника перестановок для 4n   наведено на рис. 1.3. 
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Рисунок 1.3. Перестановочний багатогранник 

 

Одним з підходів у вивченні комбінаторних многогранників є аналіз 

графів багатогранників. У роботах Г.А. Донця, Л.М. Колєчкіної, А.М. 

Нагорної [193–197] досліджено застосування теорії графів в поліедральній 

комбінаториці для розв’язання складних комбінаторних задач на множині 

перестановок. Роботи присвячено дослідженню властивостей допустимої 

області евклідової комбінаторної задачі з використанням теорії графів і 

комбінаторних конфігурацій. Для багатогранника перестановок будується 

гамільтонів шлях і описано можливості застосування даних результатів для 

розробки методу розв'язання задач комбінаторної оптимізації на множині 

перестановок. Приклад графа багатогранника перестановок [196] для 4n   

наведено на рис. 1.4. 

Перестановочний багатогранник може бути використано для 

дослідження і розв’язання задач як на множині перестановок, так і на різних 

підмножинах множини перестановок. У такому випадку при розв’язанні 

задач пропонується використовувати перестановочний багатогранник, але 

досліджувати ті його вершини, які відповідають елементам заданої 

підмножини множини перестановок. Такий підхід дозволить скористатися 

багатьма властивостями перестановочного багатогранника. 
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Рисунок 1.4. Граф багатогранника перестановок 

 

1.3 Комбінаторні задачі, які мають циклічну структуру, і їх 

математичне моделювання за допомогою комбінаторних множин 

 

У пункті 1.1 було описано ряд задач, математичні моделі яких 

засновані на множині перестановок. Математичні моделі деяких задач на 

перестановках мають циклічну структуру, формалізацією цієї циклічної 

структури є класичні поняття циклу і циклічної перестановки. Визначення 

циклу з елементів перестановки наведено, наприклад, у R. Stanley, а множини 

циклічних перестановок у М. Bona. Розглянемо докладніше основні поняття, 

слідуючи роботам [31–33, 37]. 

Лінійний запис (linear ordering) елементів деякої породжуючої 

множини 1 2{ , ,..., }nA a a a  називається перестановкою 

1 21 2 1 2( , ,..., ) ( ( ), ( ),..., ( )) ( , ,..., )
nn n i i i na a a a a a a a a P        , або, якщо 

необхідно підкреслити той факт, що вона містить n  елементів, n –

перестановкою. 
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Множину перестановок, породжену елементами 1 2 ... na a a   , 

позначимо nP . Розглянемо nP  – множину перестановок без повторень з n  

дійсних чисел 1 2 ... na a a   . І розглянемо деяку перестановку 

1 2( ( ), ( ),..., ( ))n na a a P     , і її елемент ( )i ja a  , , ni j J  . Тоді можна 

записати 2( ) ( ( )) ( )j i ia a a     . Узагальнено можна цю формулу 

представити в такому вигляді: 1 1( ) ( ( )) ( )k k k
j i ia a a      , , ni j J  , 

k n . 

Якщо для деякого 1l   маємо ( )l
i ia a  , ni J , і елементи 

2 1, ( ), ( ),..., ( )l
i i i ia a a a   

, всі різні, то послідовність 

2 1( , ( ), ( ),..., ( ))l
i i i ia a a a   

 називається циклом довжини l . 

Цикли 
1( , ( ),..., ( ))l

i i ia a a  
 і 

1 1 1( ( ), ( ),..., ( ), ,..., ( ))j j l j
i i i i ia a a a a     

 

вважаються еквівалентними. Кожен елемент множини 1 2{ , ,..., }nA a a a  

зустрічається в єдиному циклі перестановки  , і можливо розглядати   як 

об'єднання циклів, що не перетинаються, або по-іншому, як сукупність 

циклів 1,..., kC C , записуючи у вигляді 1 2... kC C C  . Наприклад, якщо 

перестановка   визначена таким чином: (1) 4  , (2) 2  , (3) 7  , 

(4) 1  , (5) 3  , (6) 6  , (7) 5  , то (14)(2)(375)(6)  . Можливі різні 

позначення уявлення   як сукупності циклів, наприклад, (753)(14)(6)(2)  . 

Можна визначити стандартне подання, при якому в кожному циклі першим 

іде його найбільший елемент, і цикли записуються в порядку зростання їх 

максимальних елементів. Таким чином, стандартна форма розглянутої вище 

перестановки   є (2)(41)(6)(753) . 

Циклічною є така перестановка   з n  елементів, яка містить єдиний 

цикл довжини n , тобто ( )n
i ia a  , ni J  . Такі перестановки будемо 

позначати C . 

Наведемо приклад циклічної перестановки: 
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1 2 3 4 5 6 7 8

4 5 7 6 8 2 1 3

 
 

 

1 4 6 2 5 8 3 7
(14625837)

4 6 2 5 8 3 7 1

 
 

 
 

Позначимо множину циклічних перестановок, породжених числами 

1 2 ... na a a   , через 1 2( , ,..., )C
n nP a a a  або 

C
nP . Відмітимо, що 

C
nP  є 

евклідовою комбінаторною множиною, або е–множиною [26–27].  

У роботах О.М.Ісаченка та Я.О. Ісаченка [129–131] досліджуються 

поліедральні аспекти задачі оптимізації лінійної функції на множині 

циклічних перестановок. Досліджено властивості множини допустимих 

розв’язків з використанням поліедральної комбінаторики, що дозволяє 

зробити частковий опис опуклої оболонки множини циклічних перестановок. 

Велика кількість зарубіжних і вітчизняних робіт [69–71, 88–91, 142–

164, 198, 199] присвячено розв’язанню задач маршрутизації, які 

характеризуються тим, що в них для виконання перевезень 

використовуються кільцеві (замкнуті, циклічні) маршрути. Вперше задача 

VRP була сформульована в 1959 р Данцигом і Рамсер і згодом стала 

називатися класичною [198]. Ця задача є узагальненням широко відомої NP–

важкої задачі комівояжера (Traveling Salesman Problem, TSP), для якої все ще 

розробляються методи і алгоритми, що дозволяють знаходити точні або 

наближені розв’язки із заданою оцінкою похибки [69–71, 199]. 

Розв’язанням задачі TSP є циклічний маршрут, математичною моделлю 

якого є деяка циклічна перестановка з елементів, відповідних номерам міст в 

задачі TSP. Для задачі VRP розв’язком є набір циклічних маршрутів для 

деякої кількості транспортних засобів [142–164]. Але для кожного 

транспортного засобу математичною моделлю маршруту так само є циклічна 

перестановка елементів, які відповідають пунктам доставки. 

Один із шляхів розв’язання задач TSP і VRP складається з генерації 

елементів з множини циклічних перестановок та з методів і алгоритмів 

оптимізації функцій на множині циклічних перестановок. За допомогою цих 

методів і алгоритмів можна отримувати циклічні перестановки, відповідні 
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оптимальним маршрутам, з точки зору мінімізації функції цілі, яка, в даному 

випадку є вартістю об'їзду всіх пунктів маршруту. Виходячи з цього задача 

генерації елементів з множини циклічних перестановок і розробка нових або 

модифікація вже відомих методів і алгоритмів оптимізації функцій на 

множині циклічних перестановок є актуальними задачами, яким і присвячена 

дана дисертаційна робота. 

Області практичного застосування комбінаторних задач, що мають 

циклічні властивості, дуже широкі. Серед них галузі архівації даних і 

криптографії [200–203], квантових обчислень [204–207], біоінформатики 

[208–213], у яких наведено застосування множини циклічних перестановок і 

її підмножин. 

Крім того циклічні маршрути використовуються в задачах знаходження 

найкоротшого шляху і найкоротшого гамільтонового циклу в 

неповнозв’язному графі, зокрема, для оптимізації роботи розподілених 

обчислювальних систем [214]. 

В рамках біоінформатики застосування комбінаторних моделей 

розглядається у дослідженях з обчислювальної молекулярної біології та 

порівняльної геноміки, приклад наведено на рис. 1.5. У роботах [210–213] 

розглядається одна з основних проблем молекулярної біології – порівняння 

послідовностей генів. 

 

 

Рисунок 1.5. Порівняльна геноміка 

 

При цьому в даних послідовностях можуть бути зміни, засновані на 

локальних мутаціях або глобальних перебудовах, наприклад, інверсіях і 
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транспозиціях фрагментів, приклад наведено на рис. 1.6. У деяких статтях 

розробляється теорія аналізу складних перестановок в геномі, за допомогою 

транспозицій, в тому числі у [211–212]. 

 

 

Рисунок 1.6. Складні перестановки в геномі 

 

Опис відповідних біологічних структур можливий за допомогою 

перестановок, при цьому важливу роль відіграє циклічна структура 

перестановок. 

Квантові комп'ютери вже перевершують своїх класичних конкурентів у 

розв’язанні певних задач, таких як целочисельна факторизация, пошук в 

несортованих базах даних, а також розв’язання деяких оптимізаційних задач і 

проблеми чорного ящика [206]. 

Множина перестановок, а також, різні її підмножини з певною 

циклічною структурою використовуються в області квантових обчислень для 

розв’язання ряду задач [215], наприклад як на рис. 1.7. 

В [205] розроблена реалізація циклічних перестановок, як одного з 

будівельних блоків для побудови довільних single–qudit gates. Ряд робіт з 

квантових обчислень присвячений оптимізації розв’язання квантової 

перестановочної проблеми, яка полягає у визначенні парності циклічної 

перестановки, реалізованої чорним ящиком [206–207]. 
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Рисунок 1.7. Схематичний приклад перестановок в квантових обчисленнях 

 

Серед широко досліджуваних на даний момент комбінаторних задач, 

що мають циклічну структуру, можна виділити наступні класи: задачі 

перелічувальної комбінаторики з підрахунку перестановок із заданою 

циклічною структурою [133, 216], задачі генерації перестановок із заданою 

циклічною структурою [32, 121–122, 132–137], задачі оптимізації на множині 

перестановок із заданою циклічною структурою [1, 5, 7, 8, 130]. 

 

1.4 Основні методи розв’язання задач комбінаторної оптимізації 

 

Багато дискретних задачі оптимізації є NP–складними і в загальному 

випадку не можуть бути розв’язані за поліноміальний час [106]. Основні 

складності при розв’язанні даних задач викликані великою розмірністю задач 

і наявністю декількох точок екстремуму. Все це призводить до неможливості 

створення точних методів розв’язання для більшості класів проблем. Більш 

того, математичні моделі прикладних проблем, як правило, адекватно не 

представляють реальну ситуацію, а є лише наближеними описами, таким 

чином, отримання точного розв’язку багатьох дискретних оптимізаційних 

задач не завжди є доцільним [217]. У зв'язку з цим, великий інтерес 

викликають наближені методи розв’язання таких задач, які дозволяють 



31 

 

отримати розв’язки, близькі до оптимального, при відносно невеликих 

витратах обчислювальних ресурсів. 

Можна умовно розділити методи розв’язання задач дискретної 

оптимізації на дві групи: точні [70, 217] і наближені методи [24, 39, 71]. 

Відомо, що точні методи можуть бути модифіковані для отримання 

наближених розв’язків, а наближені методи можуть в деяких випадках давати 

точні розв’язки, або виступати в якості допоміжних при знаходженні точних 

розв’язків. До точних методів належать метод повного перебору, метод гілок 

та меж [30, 77], метод гілок та відсікань (branch–and–cut) [78, 154], метод 

послідовного аналізу альтернатив (successive analysis of alternatives) [24, 112] 

і багато інших. Одним з часто використовуваних методів є метод гілок та 

меж. Основними відмінностями модифікацій методу гілок та меж є принципи 

побудови оцінок і принцип розгалуження. Оцінки розв’язку знизу в таких 

випадках найчастіше досягаються або за допомогою лінеаризації функції 

мети, або зведенням вихідної проблеми до задачі цілочисельного 

програмування, яка потім замінюється задачею лінійного програмування. 

Вибір стратегії розгалуження і побудови оцінок складна задача, яка не має 

відомого однозначного розв’язку. 

Останнім часом велика увага приділяється розробці алгоритмів для 

розв’язання дискретних задач оптимізації, які можуть бути впроваджені на 

мультипроцесорних системах [218]. Метод гілок та меж добре піддається 

паралелізації, і це дає широкі можливості для розв’язання задач великих 

розмірностей [5, 219]. 

Для знаходження розв’язку задач цілочисельного програмування 

успішно застосовується метод гілок та відсікань [78, 154], який засновано на 

комбінації двох відомих методів: методу гілок та меж і методу відсікань. 

Метод відсікань дозволяє отримувати більш точні наближення, в той час як 

метод гілок та меж дозволяє використовувати отримані оцінки для 

зменшення кількості альтернатив, що аналізуються. Розвиток теорії 

багатогранників і розробка потужних проблемно–орієнтованих методів 
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відсікань і їх комбінація з методом гілок та меж дозволила створити клас 

методів гілок та відсікань. 

Метод гілок та відсікань успішно застосовується для розв’язання 

широкого кола задач дискретної оптимізації, зокрема, для розв’язання задачі 

комівояжера [78, 154]. Крім того, цей метод застосовується для розв’язання 

задач теорії розкладів [220], розробки мереж [221], задач упаковки [222]. При 

розв’язанні багатьох задач дискретної оптимізації, особливо задач великих 

розмірностей, можливості точних методів обмежені. У зв'язку з цим розробка 

і вивчення різних наближених методів є актуальною задачею. 

Велика кількість публікацій, зокрема [41, 44, 71, 75], присвячені 

наближеним методам розв’язання задач дискретної оптимізації. Серед 

наближених методів розв’язання задач дискретної оптимізації можна 

виділити наступні групи [41]: послідовні алгоритми (в тому числі «жадібні») 

[115], методи детермінованого [66, 82, 163] і стохастичного [5, 65, 62, 105, 

159] пошуку в околі, еволюційні, ройові алгоритми, методи сканування [64, 

188] і методи з використанням точних методів. 

Для отримання наближених розв’язків задач дискретної оптимізації 

можна використовувати модифіковані точні методи, такі як метод 

комбінаторних відсікань, послідовний аналіз альтернатив, метод гілок та меж 

та інші. Як правило, найкращі результати виходять при модифікації методу 

гілок та меж [30, 219]. 

Ще один, відомий підхід до розв’язання задач дискретної оптимізації 

використовується в класі жадібних алгоритмів. У роботах Papadimitriu і 

Steiglitz [115] показали, що жадібні алгоритми дозволяють отримати точний 

розв’язок комбінаторної задачі оптимізації на матроіді. Нажаль, для 

більшості важливих задач дискретного програмування жадібні алгоритми 

дозволяють знаходити розв’язки недостатньо близькі до оптимуму цільової 

функції. Тому вони зазвичай застосовуються для отримання розв’язків, які 

потім використовуються в якості вихідних для алгоритмів локального 

пошуку. 
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Один з класів алгоритмів для розв’язку задач дискретної оптимізації – 

алгоритми випадкового пошуку [223]. Вони розрізняються по виду 

імовірнісного розподілу і за принципом генерації допустимих розв’язків. 

Існують неконтрольовані, так звані «сліпі» алгоритми випадкового пошуку, в 

яких закон розподілу не залежить від початкової задачі і не змінюється в 

процесі розв’язання. Такі методи прості в реалізації, але важко прогнозовані. 

Якщо ж закон розподілу залежить від типу розв'язуваної задачі і змінюється в 

процесі відповідно до вимог, такі методи називаються методами 

спрямованого випадкового пошуку [105]. Крім цього існують комбінації 

методи випадкового пошуку і пошуку в околі [224]. Такий підхід показав 

хороші результати, так як при певних умовах цей підхід дозволяє 

використовувати переваги обох методів [5, 225]. 

В кінці 20 століття методи локального пошуку використовувалися для 

розв’язання багатьох задач, серед яких були задачі маршрутизації і задача 

комівояжера [71, 98]. Пізніше були проаналізовані різні варіації пошуку в 

околі і стратегії старту з багатьох точок, що дало поштовх до створення 

евристичних методів на підставі локального пошуку. Крім того, метод 

локального пошуку і його варіації застосовуються для розв’язання ряду 

інших задач. Зокрема, вони успішно застосовуються для розв’язання задач 

розміщення [55], задач про призначення [66], задач пошуку мінімального 

кістякового дерева [224] і задачі комівояжера [82, 163]. У роботах [41, 71, 98, 

199, 226] наведено більш детальний огляд методів локального пошуку. 

Метод пошуку в околі, це широкий клас покращуючих алгоритмів, 

загальна стратегія яких базується на пошуку кращого розв’язку в деякій 

околиці вихідного розв’язку, як наведено на рис 1.8. Однією з основних 

характеристик методів даного класу є визначення самого околу [163]. 
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Рисунок 1.8. Варіанти визначення околу 

 

З одного боку, чим ширше поняття околу – тим вище якість розв’язків, 

отриманих локально і тим менша похибка методу. З іншого боку, очевидно, 

що чим ширший окіл пошуку – тим більше обчислювальних ресурсів вимагає 

пошук кращого розв’язку в цьому околі. Грунтуючись на наведених вище 

міркуваннях, в рамках локального пошуку в околі існує ряд напрямків з 

різними підходами до стратегії пошуку. Відзначимо деякі з них. 

Одна зі стратегій пошуку в околі розглядає так звані «дуже широкі» 

околи [226]. Існує три класи [226], що використовують дану стратегію без 

втрати ефективності в пошуку розв’язку: евристичні методи пошуку в 

широкому околі із змінною глибиною пошуку, стратегії з використанням 

мережевих методів і динамічного програмування, і методи, що 

використовуються для розв’язання задач, що в загальному випадку 

розв’язуються за поліноміальний час, але з додатковими дуже жорсткими 

обмеженнями. 

Методи пошуку в широкому околі із змінною глибиною пошуку 

успішно застосовуються для розв’язання цілого ряду комбінаторних 

оптимізаційних проблем. У роботах [94–98] розглядаються відповідні 

алгоритми для задачі комівояжера. Розв’язання задач маршрутизації (VRP) 

методами із змінною глибиною пошуку вивчалося в роботах [101–102]. 

Серед комбінаторних методів пошуку в околі необхідно виділити групу 

методів, яка використовує циклічні трансфери [94, 103, 165, 226]. Теорія 

циклічних трансферів є основою загальної стратегії пошуку, подібно 
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локальним методам пошуку, таким як імітація відпалу або пошук із 

заборонами. Методи на основі циклічних трансферів можуть бути 

використані як самостійні методи пошуку в околі, або як допоміжні кроки 

інших алгоритмів. Існує ряд робіт, в яких описано застосування методів з 

використанням циклічних трансферів до широкого спектру задач 

комбінаторної оптимізації, зокрема, до загальної і квадратичної задачі про 

призначення [67–68], до проблеми маршрутизації транспортних засобів [94], 

до задачі про мінімальне кістякове дерево [227], до задачі формування 

розкладу [103]. 

Необхідно відзначити, що використання циклічних трансферів 

ефективно для розв’язання задач комбінаторної оптимізації з певними 

загальними особливостями. Ці задачі, як правило, характеризуються 

неможливістю знайти точний розв’язок при наявних обчислювальних 

можливостях і використанням кластеризації вхідних даних в методах 

розв’язання. Використання циклічних трансферів в рамках розв’язання задач 

комбінаторної оптимізації є окремою NP–складною задачею. 

 

1.5 Постановка задачі дослідження 

 

Математичному моделюванню та розв'язанню задач комбінаторної 

оптимізації присвячено роботи багатьох зарубіжних і вітчизняних 

дослідників. Ґрунтуючись на виконаному огляді, сформулювано наступні 

висновки. 

1. Множина циклічних перестановок використовується при описі 

областей допустимих рішень і при розв’язанні багатьох задач комбінаторної 

оптимізації. Багато властивостей множини перестановок, зокрема, що 

стосуються циклічної структури перестановок, широко досліджені, проте 

задачі комбінаторної оптимізації на циклічних перестановках недостатньо 

вивчені. Отже, дослідження множини циклічних перестановок, її 
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властивостей і їх застосування для розв’язання задач комбінаторної 

оптимізації є актуальною проблемою. 

2. Методи поліедральної комбінаторики дозволяють досліджувати і 

розв’язувати задачі комбінаторної оптимізації за допомогою комбінаторних 

багатогранників. Перестановочний багатогранник – це один з найбільш 

детально вивчених комбінаторних об'єктів. Побудова комбінаторних 

багатогранників для різних комбінаторних конфігурацій – складна і 

нетривіальна задача. Для множини циклічних перестановок на даний момент 

відповідний комбінаторний багатогранник не досліджено в достатній мірі і 

тому не може бути використано в якості ефективного інструменту аналізу 

задач оптимізації на циклічних перестановках. Одним з важливих підходів до 

аналізу задач оптимізації на циклічних перестановках є використання 

властивостей підмножини вершин перестановочного багатогранника, 

відповідних множині циклічних перестановок. 

3. Розроблено досить велику кількість методів розв’язання 

комбінаторних оптимізаційних задач. Однак багато методів втрачають свою 

ефективність при необхідності врахування обмежень, наприклад, пов'язаних 

з циклічною структурою. Необхідні модифікації відомих або розробка нових 

методів, які б використовували комбінаторні властивості підмножин 

класичних комбінаторних множин із заданою циклічною структурою, для 

ефективного розв’язання поставлених задач. 

4. Серед комбінаторних методів пошуку в околі необхідно виділити 

групу методів, яка використовує циклічні трансфери. Використання 

циклічних трансферів в рамках розв’язання задач комбінаторної оптимізації є 

окремою NP–складною задачею. Однак в деяких випадках, через особливості 

постановки вихідної задачі, класичні стратегії розв’язання задач з 

використанням циклічних трансферів незастосовні. Альтернативою 

класичній стратегії побудови циклічних трансферів може бути побудова 

циклічних трансферів за допомогою множини циклічних перестановок. 

Таким чином, актуальним є питання розробки підходів, в яких генерація 
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циклічних трансферів заснована на використанні множини циклічних 

перестановок і її властивостей. 

5. Велика кількість зарубіжних і вітчизняних робіт присвячено 

розв’язанню задач маршрутизації, що позначаються як VRP, які 

характеризуються тим, що в них для виконання перевезень 

використовуються кільцеві (замкнуті, циклічні) маршрути. У класі задач VRP 

виділяють задачі розвезення вантажів від багатьох відправників багатьом 

одержувачам, звані задачами PDP. Ці задачі мають високу обчислювальну 

складність і отримати точний розв’язок в прийнятний час часто буває 

неможливо, тому використовують різні евристики. З огляду на циклічну 

структуру маршрутів в задачах VRP і PDP можливе застосування 

властивостей множини циклічних перестановок для математичного 

моделювання та розв’язання цих задач. Таким чином, розробка методів, що 

дозволяють покращувати розв’язки задач транспортної маршрутизації, 

отриманих за допомогою евристик є актуальною задачею. 

Задача дослідження. На основі зроблених висновків сформулювано 

наступну задачу дослідження дисертаційної роботи: дослідження 

властивостей множини циклічних перестановок, створення та розвиток 

математичних моделей і методів комбінаторної оптимізації на циклічних 

перестановках для розв’язання наукових і прикладних задач, зокрема, задач 

транспортної маршрутизації. 

Для розв’язання поставленої задачі дослідження необхідно вирішити 

ряд задач: 

1. Дослідження властивостей циклічних перестановок для 

використання їх в методах комбінаторної оптимізації. 

2. Розробка нових і адаптація існуючих методів комбінаторної 

оптимізації для розв’язання задач на множині циклічних перестановок. 

3. Покращення розв’язків задач комбінаторної оптимізації, 

отриманих за допомогою евристики, на основі теорії циклічних трансферів з 
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використанням специфічних властивостей циклічних перестановок і 

властивостей конкретного класу задач. 

Як математичну модель досліджених в роботі задач комбінаторної 

оптимізації використаємо модель такого виду: 

( )K a extr , 

C
na A P  , 

де K  – відображення, яке задано на підмножині А  множини циклічних 

перестановок 
C
nР  n  різних елементів. 
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РОЗДІЛ 2     

 МАТЕМАТИЧНІ МОДЕЛІ ЗАДАЧ ОПТИМІЗАЦІЇ НА 

ЦИКЛІЧНИХ ПЕРЕСТАНОВКАХ 

 

Розділ присвячено задачам оптимізації лінійної функції на множині 

циклічних перестановок. Досліджено властивості множини циклічних 

перестановок, властивості класу транспозицій суміжності та їх вплив на 

перестановки. 

У підрозділі 2.1 наведено постановки задач оптимізації лінійної 

функції на множині циклічних перестановок, розв’язанню яких буде 

присвячена робота. Наведено основні комбінаторні властивості 

перестановочного багатогранника і описано клас транспозицій суміжності. 

Підрозділ 2.2 присвячено множині циклічних перестановок, і 

особливостям циклічної структури перестановок. Наведено визначення 

циклу, описано різні варіанти подання циклічної структури перестановки. 

Описано поняття часткової перестановки. Виділено 6 типів розташування 

довільних елементів у циклі перестановки. 

Підрозділи 2.3 та 2.4 присвячено властивостям транспозицій 

суміжності і їх впливу на перестановки з різною циклічною структурою. 

Результати розділу опубліковано в роботах [1–7, 10–20]. 

 

2.1 Задачі оптимізації лінійної функції на циклічних перестановках 

 

2.1.1 Задача оптимізації лінійної функції на циклічних перестановках 

без додаткових обмежень 

 

Розглянемо задачу комбінаторної оптимізації на множині циклічних 

перестановок 
С
n nP P , яка є підмножиною nP  – множини перестановок без 

повторень з n  дійсних чисел. Множини nP  та С
nP  породжені множиною 

1 2{ , ,..., }nA a a a , 1 2 ... na a a   . 
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1

( ) min
n

j j

j

L p c p



  ,         (2.1) 

1 2( , ,..., ) C
n n np p p p P P   ,        (2.2) 

 

де jc R , {1,2,.., }nj J n  , 
1 21 2( , ,..., ) ( , ,..., )

nn i i ip p p p a a a  , – 

перестановка елементів породжуючої множини 1 2{ , ,..., }nA a a a . 

Послідовність 1 2( , ,..., )ni i i  є упорядкуванням елементів індексної 

множини {1,2,.., }nJ n . 

Здійснимо відображення множини 
C
nP  в арифметичний евклідів 

простір 
nR . Згідно [27–28] відображення (або занурення) задамо у вигляді 

: C n
nf P R ,        (2.3) 

де 1 2( , ,..., ) C
n np p p p P   , 1 2( ) ( , ,..., ) C n

n nx f p x x x E R    , i ix p , 

ni J . 

В результаті занурення f  множині 
C
nP  поставимо у відповідність 

множину ( )C C
n nE f P  та сформулюємо еквівалентну (2.1) – (2.2) задачу 

оптимізації лінійної функції в просторі nR  

 

1

( ) min
n

j j
j

L x c x



  ,        (2.4) 

1 2( , ,..., ) C
n nx x x x E  ,        (2.5) 

 

де jc R , nj J . 
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Множина 
С
nE  має усі комбінаторні властивості множини 

С
nP , отже, 

подальші викладки справедливі як для задачі (2.1) – (2.2), так і для (2.4) – 

(2.5). 

Відзначимо, що задача пошуку мінімуму лінійної функції на 

евклідових комбінаторних множинах перестановок і розміщень без 

додаткових обмежень розв’язана, наприклад, в [27, 228]. Розв’язок задачі 

(2.1) – (2.2) на множині перестановок nP , породженій елементами 

1 2 ... na a a   , має вигляд [26–27]: 

 

* * * *
1 2

1

( , ,..., ) arg min
n

n

n j j
p P j

p p p p c p
 

   , 1
jc R , nj J  , 

 

де *

jm jp a , nj J  , а послідовність 1 2( , ,..., )nm m m  така, що 

1 2
...

nm m mc c c   . 

Відзначимо, що комбінаторні властивості множини циклічних 

перестановок 
C
nP  не дозволяють розв’язати задачу (2.4) – (2.5) шляхом 

простого впорядкування. 

 

2.1.2 Задача оптимізації лінійної функції з лінійними обмеженнями на 

циклічних перестановках 

 

Розглянемо задачу комбінаторної оптимізації на множині циклічних 

перестановок 
С
n nP P , що породжена множиною 1 2{ , ,..., }nA a a a , 

1 2 ... na a a   . 
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1

( ) min
n

i i
i

L x c p



  ,         (2.6) 

Cp d ,          (2.7) 

1 2( , ,..., ) C
n n np p p p P P   ,        (2.8) 

 

де [ ]ji m nC C  , 
nd R , jc R , 

1 21 2( , ,..., ) ( , ,..., )
nn i i ip p p p a a a  , – 

перестановка елементів породжуючої множини 1 2{ , ,..., }nA a a a . 

Послідовність 1 2( , ,..., )ni i i  є упорядкуванням елементів індексної 

множини {1,2,.., }nJ n . 

Здійснимо відображення виду (2.3) множини 
C
nP  в арифметичний 

евклідів простір nR . Використовуючи занурення комбінаторної множини 
C
nP  

в евклідів простір, сформулюємо задачу оптимізації, еквівалентну задачі (2.6) 

– (2.8) 

 

1

( ) min
n

i i
i

L x c x



  ,     (2.9) 

Cx d ,      (2.10) 

1 2( , ,..., ) C
n nx x x x E  ,    (2.11) 

 

де [ ]ji m nC C  , 
nd R , ic R , 0ix  , nj J . 

 

2.1.3 Комбінаторні властивості перестановочного багатогранника і 

циклічні перестановки 

 

Розглянемо перестановочний багатогранник [38, 192] і його 

комбінаторні властивості, пов'язані з особливістю розташування вершин, 

відповідних множині циклічних перестановок. 
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Для кожної перестановки np P  точка ( )pv f p  є вершиною 

багатогранника ( )nП a . Іншими словами, існує взаємно однозначна 

відповідність між перестановками елементами множини nP  і вершинами 

багатогранника ( )nП a  елементами множини nvert П . 

Відповідно до критерію суміжності вершин перестановочного 

багатогранника ( )nП a , вершиною перестановочного багатогранника, 

суміжною з вершиною 
1 2 3

( , , ,..., ) ( )
nv v v v nv a a a a П a  , що відповідає 

перестановці np P , є вершина, що відповідає перестановці kp , отриманій з 

p  транспозицією породжуючих елементів, рівних kа  і 1kа  , 1nk J   . 

Розглянемо відображення i  на множині перестановок, :i n nP P  , 

задане наступним чином: 

1 1( ) ( ,..., ,..., ,..., ) ( ,..., ,..., ,..., )i i j k n k j np p p p p p p p p   ,   (2.12) 

де 1ni J  , , nj k J , j k , 1{ , } { , }j k i ip p a a  . 

Відображення, задане таким чином, є бієктивним і являє собою 

транспозицію елементів 1{ , }i ia a A   [6, 38, 229–231]. 

Відображення i  при застосуванні до довільної перестановки np P  

породжує перестановку ( )i ip p , i np P , відмінну від перестановки p  

транспозицією елементів 1{ , }i ia a A  . Згідно з визначенням критерію 

суміжності перестановочного багатогранника nП  вершини , i nv v П , 

відповідні перестановкам , i nр p P , є суміжними. Виходячи з цих передумов 

транспозиції виду (2.12) назвемо транспозиціями суміжності. 
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Використовуючи поняття суміжності вершин перестановочного 

багатогранника, введемо визначення суміжних перестановок. 

Визначення 2.1. Дві перестановки 1 2, np p P , що відповідають 

вершинам 1 2, nv v П , називаються суміжними перестановками якщо вершини 

1 2,v v  є суміжними вершинами багатогранника nП . 

Існують класичні методи оптимізації лінійних функцій, що 

використовують для знаходження розв’язку задачі перебір вершин опуклого 

багатогранника в багатовимірному просторі, наприклад, різноманітні варіації 

симплекс–методу [232]. 

Використовуючи цю ідею, можна запропонувати підхід, заснований на 

переборі вершин перестановочного багатогранника за допомогою 

транспозицій суміжності та на комбінаторних властивостях циклічних 

перестановок, з урахуванням обмежень на змінні вихідної задачі, для 

розв’язання задач оптимізації лінійних функцій на циклічних перестановках 

(2.4) – (2.5) і (2.9) – (2.11). 

Позначимо вершину nv vert П , відповідну деякій циклічній 

перестановці C
np P , через 

Сv , тобто, С C
n nv П vert П  . 

Розглянемо перестановочний багатогранник 4П , наведений на рис. 2.1. 

 

 

Рисунок 2.1. Перестановочний багатогранник 4П  
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Розглянемо, яким чином розташовані в перестановочному 

багатограннику 4П  вершини, відповідні множині 4
CE . Вершини відповідні 

множині 4
CE  виділені на рис. 2.2. 

 

 

Рисунок 2.2. Вершини відповідні 4
CE  в перестановочному багатограннику 

4П  

 

При цьому можна помітити, що можливий перехід між вершинами, що 

відповідають множині 4
CE  за допомогою дворазового застосування 

відображення i . 

Приклад такого переходу в перестановочному багатограннику 4П  

наведено на рисунку 2.3. 

Таким чином, для розв’язання задач оптимізації лінійних функцій на 

множині циклічних перестановок C
nP  пропонується використання таких 

вершин перестановочного багатогранника nП , які відповідають циклічним 

перестановкам, за допомогою транспозицій суміжності. 
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Рисунок 2.3. Приклад переходу між вершинами, що відповідають множині 

4
CE  

 

2.1.4 Еквівалентна задача оптимізації лінійної функції на циклічних 

перестановках з обмеженнями 

 

Перестановочний багатогранник має !n  вершин та 2n
 граней [38], 

тому додавання його опису у вигляді системи лінійних нерівностей в 

обмеження задач не ефективно. З метою релаксації задачі на 

перестановочному багатограннику побудуємо nмірний симплекс n
nT R  

[233], який буде містити багатогранник nП  [225], що дозволить зберегти усі 

розв’язки вихідної задачі, та зменішити розмірність системи обмежень. 

Нехай симплекс nT  описується системою нерівностей 1 1C x d , де 1C  – 

матриця коефіцієнтів розмірності ( 1)n n  , 1
1

nd R  . Так як багатогранник 

nП  повністю міститься в симплексі nT , то при додаванні в систему обмежень 

задачі (2.9) – (2.11) лінійних нерівностей, які задають симплекс, всі 
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допустимі розв’язки будуть збережені. Об'єднаємо нерівності (2.10) з 

нерівностями 1 1C x d  в систему лінійних нерівностей виду 
0 0W x v , де 

0 0[w ]ijW   – ( 1)m n n   –матриця, 
0 1m nv R   . В результаті можна 

сформулювати задачу оптимізації, еквівалентну (2.9) – (2.11) 

 

1

( ) min
n

i i
i

L x c x



  ,     (2.13) 

0 0W x v ,      (2.14) 

0ix  ,      (2.15) 

C n
nx E R  .      (2.16) 

 

2.2 Циклічна структура перестановок і властивості транспозицій 

 

2.2.1 Циклічна структура перестановок різних елементів 

 

Розглянемо далі розташування перших k  елементів в деякій 

перестановці. 

Визначення 2.2. Нехай існують породжуючі елементи 1 2 ... na a a    

і k  з них ( )k n  
1 2
, ,...,

kl l la a a  визначають перші k  елементів в деякій 

перестановці: 

 

1 2( , ,..., ) C
n np p p p P  , 

, 1,2,...,
jj lp a j k  , k n , 

1 2{ , ,..., }k nl l l J . 
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Тоді 
1 2

( , ,..., )
k

k
l l ly a a a  назвемо частковою перестановкою для 

перестановки C
np P . 

Нехай часткова перестановка 
1 2

( , ,..., )
k

k
l l ly a a a  не містить циклів 

довжини 1,2,...,k . І нехай в перестановці C
np P  фіксується ( 1)k  –й елемент 

1kl
a


, 1k nl I  . Тоді утворюється часткова перестановка 

1 2 1

1 ( , ,..., , )
k k

k
l l l ly a a a a



  . Елемент 
1kl

a


 в залежності від індексу 1kl   може 

утворювати (замикати) або не утворювати цикл довжини 1k  . 

Твердження 2.1. Якщо  

– 1 1kl k   , то часткова перестановка 1ky   не буде містити циклів 

довжини 1,2,..., , 1k k  ; 

– 1 1kl k   , то часткова перестановка 1ky   буде містити нерухому 

точку 
1

1
1

k

k
kl

y a





 . 

Доведення. Якщо 1 1kl k   . Проведемо доведення від протилежного. 

Припустимо, елемент 
1kl

a


 в частковій перестановці 1ky   утворює цикл 

довжини не більше 1k  . 

Тоді в множині елементів 
1 2

{ , ,..., }
kl l la a a  повинен міститися елемент 

il
a , такий що 1ki l  . 

Так як 1 1kl k   , уявімо 1kl   у вигляді: 1 1kl k     , де   – деяке 

ціле позитивне число. Тоді 1i k    , що неможливо, так як i  приймає 

значення 1,2,...,k . Отримуємо протиріччя, отже, вихідне припущення невірно. 

Перейдемо до випадку, коли 
1 1kl k   . Якщо 

1kl 
 – номер 

відповідного породжуючого елемента, а 1k   – порядковий номер в 

перестановці, то при їх рівності елемент утворює нерухому точку згідно з 

визначенням нерухомої точки. Твердження доведено. 
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Розглянемо ситуацію, коли 
1 1kl k   . За цієї умови елемент 

1kl
a


 

може замикати цикли довжиною від 2 до 1k   (тому що цикл довжини 1 це 

нерухома точка). 

Для прикладу, слідуючи [37], приймемо для простоти 
ia i  для всіх 

{1,2,..., }i n . 

Наприклад, при 2k   елемент 
3l

a  може замикати два цикли довжини 2, 

що містять позиції 1 і 3, 2 і 3, тобто 
3

1 2 3

3 1 la

 
  
 

 та 
3

1 2 3

2 3 la

 
  
 

. 

Або, наприклад, при 5k   елемент 
6

1la   може замикати, або не 

замикати цикл довжини 3: 
1 2 3 4 5 6

2 6 7 9 12 1

 
 
 

 або 
1 2 3 4 5 6

2 7 6 9 12 1

 
 
 

. 

Цикл довжини 1m k   буде реалізовано у частковій перестановці 

1ky  , в тому випадку, коли існує деяка підмножина елементів часткової 

перестановки 
1 2 1 1 2 1

{ , ,..., , } { , ,..., }
m k kj j j l l l la a a a a a a

 
 , i kj J , така що всі 

елементі цієї підмножини задовільняють правилу: 1rj ka a  , mr J , та 

1 2 1 1 2 1
{ , ,..., , } { ( ), ( ),..., ( ), ( )}

m k m kj j j l j j j la a a a a a a a   
 


. Інакше кажучи, якщо 

деяким елементам часткової перестановки відповідає перестановка тих самих 

елементів. 

Твердження 2.2. При 
1 1kl k    елемент 

1 1kl ka l
   буде замикати 

цикл довжини m k  з елементів 
1 2 1

{ , ,..., , }
m kj j j la a a a


 тоді, коли множини 

1 2 1
{ , ,..., , }

m kj j j la a a a


 та 
1 2 1

{ ( ), ( ),..., ( ), ( )}
m kj j j la a a a   


, описані вище – 

тотожні. 

Наприклад, елемент 
6 1 1la a   замикає цикл у частковій перестановці: 

6

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

2 6 7 9 12 2 6 7 9 12 1la

   
    
  

, тому що, множина 

1 2 1
{ , , } {2,6,1}

kj j la a a


  та множина 
1 2 1

{ ( ), ( ), ( )}
kj j la a a  
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{ (2), (6), (1)} {6,1,2}     тотожні. Якщо, наприклад, часткова перестановка 

буде: 
6

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

2 7 6 9 12 2 7 6 9 12 1la

   
    
  

, то елемент 
6 1 1la a   

не замикає цикл, тому що 
1 3 1

{ , , } {2,6,1}
kj j la a a


 , а множина 

1 3 1
{ ( ), ( ), ( )} { (2), (6), (1)} {7,1,2}

kj j la a a     


  . 

Наприклад, елемент 
3 2 2la a   замикає цикл 

3

1 2 3 1 2 3

3 1 3 1 2la

   
    
  

, 

якщо множина 
1 2 1

{ , , } {3,1,2}
kj j la a a


  та множина 

1 2 1
{ ( ), ( ), ( )} { (3), (1), (2)} {2,3,1}

kj j la a a     


   тотожні. Якщо, наприклад, 

1 4 4la a  , то 
3 2 2la a   не замкне цикл: 

3

1 2 3 1 2 3

4 1 4 1 2la

   
    
  

, тому що 

2 1
{ , } {1,2}

kj la a


 , а множина 
2 1

{ ( ), ( )} { (1), (2)} {4,1}
kj la a   


  . 

Твердження 2.1 і 2.2 дозволяють сформулювати умови, при дотриманні 

яких новий елемент 
1kl

a


 не буде утворювати в частковій перестановці 1ky   

циклів: 

 або 
1 1kl k   ; 

 або при 
1 1kl k    не існує підмножини елементів часткової 

перестановки, такої що всі елементі цієї підмножини задовільняють правилу: 

1ij ka a  , mi J , та для якої множини 
1 2 1

{ , ,..., , }
m kj j j la a a a


 та 

1 2 1
{ ( ), ( ),..., ( ), ( )}

m kj j j la a a a   


 – тотожні. 

Наведені умови будемо використовувати при точному і евристичному 

розв’язанні задач оптимізації лінійних функцій на множині циклічних 

перестановок без додаткових обмежень. 

У пункті 1.3 наведено визначення циклічної перестановки, слідуючи 

йому, розглянемо деяку підмножину 
1 2

{ , ,..., }
ki i ia a a  множини породжуючих 

елементів 1 2{ , ,..., }nA a a a , таку що, k ni J  : 
1

( )
k k

l
i ia a

 , де l n , , nk l J , 
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і назвемо її ланцюжком. Виділення одного ланцюжка можливо тільки з 

одного циклу. Тобто, якщо розглядається циклічна перестановка C
np P  – в 

ланцюжку можуть бути зафіксовані будь-які елементи з породжуючих і 

зв'язки між ними. Якщо ж вихідна перестановка складається з декількох 

циклів, \ C
n np P P , то один ланцюжок може бути записаний з 

використанням тільки тих елементів, які належать одному циклу. 

Опишемо спосіб наочного подання ланцюжків. Розглянемо циклічну 

перестановку C
np P  

 

1 4 6 2 5 8 3 7

4 6 2 5 8 3 7 1

 
 
       
 
 
 

. 

 

Виділимо в ній ланцюжок 2 3
1 1 1 1( , ( ), ( ), ( ))a a a a    

2 3(1, (1), (1), (1)) (1,4,6,2)     

 

1 4 6

4 6 2

 
 
  
 
 
 

. 

 

Так само частина ланцюжка може бути прихована на поданні. Повний 

запис 

 

2 3 4 5 6(1, (1), (1), (1), (1), (1), (1))       (1,4,6,2,5,8,3) . 

 

Частина ланцюжка 3 6
1 1 1 1( , ( ), ( ), ( )) (1,4,2,3)a a a a    , 
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2 51 4 6 2 5 8 1 (1) (1)

4 6 2 5 8 3 4 2 3

   
  

            
   
   

21 (4) (2)

4 2 3

  
 
   
 
 

. 

 

2.2.2 Взаємне розташування елементів циклічної перестановки 

 

Далі розглянемо особливості структури перестановок, зокрема 

особливості розташування довільних породжуючих елементів в циклічних 

перестановках. 

Розглянемо розташування елементів 1,i ia a   і 1,j ja a  , 
1, ,ni j J j i   в 

довільній циклічній перестановці C
np P , і запишемо їх у формі ланцюжків. 

Елементи можуть бути розташовані в ланцюжку одним з шести можливих 

способів, назвемо їх типами. Перші два елементи ланцюжка зафіксуємо – це 

деякий елемент 
1 2{ , ,..., }nx A a a a  , значення якого довільно, і елемент ia , 

такий що ( ) ix a  . Отже, початок ланцюжка завжди виглядає наступним 

чином: ( , , , , )ix a , І далі йдуть три позиції, на яких можуть бути 

розташовані елементи 1 1, ,i j ja a a   в різному порядку. Цей порядок і задає 

тип циклічної перестановки для елементів ,i ja a . Число способів 

упорядкування для трьох елементів дорівнює 3! 6 , тобто, кількості 

перестановок з трьох елементів.  

Запишемо всі шість перестановок з елементів 1 1, ,i j ja a a  : 

1. 1 1, ,j i ja a a  ; 

2. 1 1, ,j i ja a a  ; 

3. 1 1, ,i j ja a a  ; 

4. 1 1, ,j j ia a a   

5. 1 1, ,i j ja a a  ; 
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6. 1 1, ,j j ia a a  ; 

Розглянемо ланцюжки елементів, що відповідають наведеним 

послідовностям. 

Так як розглядаються елементи в довільній циклічній перестановці 

C
np P , то неважливо, з якого саме елемента буде розпочато ланцюжок, так 

як в циклічній перестановці з будь-якого елемента можна отримати будь-

який за кількість кроків 1n  . Далі в роботі, не втрачаючи спільності, 

будемо починати ланцюжка завжди з фіксованого елемента ia , і довільного 

елемента x , значення якого не суттєво, але елемент ( )ia x . 

Отже, грунтуючись на викладеному вище, наведемо всі шість типів 

розташування елементів 1,i ia a   і 1,j ja a  , 
1, ,ni j J j i   в довільній 

циклічній перестановці C
np P . 

Тип I: 

1

1 1

( )( ) ( )ji i

i j i j

ax a a

a a a a

   

 

 
 
    
 
 
 

, , , {0,..., 2}n     . 

Тип II: 

1 1

1 1

( )( ) ( )ji i

i j i j

ax a a

a a a a

   

 

 
 
    
 
 
 

, , , {0,..., 2}n     . 

Тип III: 

1

1 1

( )( ) ( ) ji i

i i j j

ax a a

a a a a

    

 

 
 
    
 
 
 

, , , {0,..., 2}n     . 

Тип IV: 

1

1 1

( ) ( )( ) j ji

i j j i

a ax a

a a a a

    

 

 
 
    
 
 
 

, , , {0,..., 2}n     . 
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Тип V: 

11

1 1

( )( ) ( ) ji i

i i j j

ax a a

a a a a

    

 

 
 
    
 
 
 

, , , {0,..., 2}n     . 

Тип VI: 

1

1 1

( ) ( )( ) j ji

i j j i

a ax a

a a a a

    

 

 
 
    
 
 
 

, , , {0,..., 2}n     . 

Введені визначення і типи циклічних перестановок використаємо для 

формалізації і дослідження властивостей суміжності елементів множини C
nП . 

 

2.3 Транспозиції суміжності і їх властивості 

 

2.3.1 Властивості транспозицій суміжності 

 

Один з підходів до розв’язання задач (2.4) – (2.5) і (2.9) – (2.11) полягає 

в дослідженні властивостей циклічних перестановок і властивостей 

транспозицій суміжності виду (2.12). Необхідно відзначити, що всі 

розглянуті далі транспозиції, за замовчуванням вважаються транспозиціями 

суміжності, виду (2.12). 

Як зазначено вище, при застосуванні відображення ( )i ip p  , 

, i np p P  перестановка-аргумент і перестановка, результат застосування 

відображення i , відрізняються порядком елементів 1{ , }i ia a  . Між 

множиною породжуючих елементів 
1 2{ , ,..., }nA a a a , 1 2 ... na a a    і 

множиною їх індексів {1,2,..., }nJ n  існує взаємооднозначна відповідність, 

тому далі, без втрати спільності будемо розглядати множину перестановок 

nP , що породжена множиною {1,2,..., }n , тобто nА J . Для зручності в 

подальшому будемо говорити що множина елементів { , 1}i i   відповідає 

транспозиції i . 
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Назвемо транспозиції i  і j  такими, що не перетинаються, якщо 

підмножини елементів { , 1}i i   і { , 1}j j  , які відповідають кожній з 

транспозицій, не перетинаються. Якщо підмножини { , 1}i i   і { , 1}j j  , 

що відповідають двом транспозиціям i  і j , перетинаються і 1i j   або 

1i j  , то такі транспозиції будемо називати транспозиціями, що 

перетинаються. 

Якщо в деякій множині транспозицій 
1 2

{ , ,..., }
ki i i    дві транспозиції 

i  і j  дорівнюють одна одній, тобто i j , такі транспозиції будемо 

називати кратними. Кратність m  транспозиції визначається кількістю 

однакових транспозицій в деякій послідовності транспозицій. 

Дві транспозиції i  і j  є комутативними, якщо для будь–якої 

перестановки np P , виконується ( ( )) ( ( ))i j i j j i j ip p           

[217]. 

Суперпозицію k  транспозицій 
1 2

{ , ,..., }
ki i i    будемо позначати 

наступним чином 
1 2

...
kk i i i    . 

Суперпозиції транспозицій 
1 2

...
kk i i i     поставимо у 

відповідність підмножину породжуючих елементів 

1 1 2 2
1

{ , 1} { , 1, , 1,..., , 1}
k

j j k k
j

i i i i i i i i A


      . 
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Назвемо суперпозицію транспозицій 
1 2

...
kk i i i     і 

транспозицию j  такими що не перетинаються, якщо підмножини 

1 1 2 2
1

{ , 1} { , 1, , 1,..., , 1}
k

j j k k
j

i i i i i i i i


      і { , 1}j j  , відповідні їм, не 

перетинаються. Якщо підмножини 
1

{ , 1}
k

j j
j

i i


  і { , 1}j j  , перетинаються і 

1

{ , 1}
k

j j
j

j i i


   або 
1

1 { , 1}
k

j j
j

j i i


   , то 
k  і j  будемо називати такими, 

що перетинаються. Якщо обидва елементи транспозиції j  належать 

підмножині суперпозиції 
1 2

...
kk i i i    , тобто 

1

{ , 1} { , 1}
k

j j
j

j j i i


   , 

але жодна з транспозицій 
1 2
, ,...,

ki i i    не дорівнює транспозиції j , то 

транспозицию j  будемо називати вкладеною по відношенню до 

суперпозиції 
k . 

Якщо обидва елементи транспозиції j  належать підмножині 

суперпозиції 
1 2

...
kk i i i    , тобто 

1

{ , 1} { , 1}
k

j j
j

j j i i


   , і j  

дорівнює одній з транспозицій 
1 2
, ,...,

ki i i   , що беруть участь в композиції 

k , то транспозицию j  будемо називати кратною для композиції 
k . 

Позначимо ( ) { | ( ), }
k p i n i k nP p P p p p P     , 

!ki J  – множину 

перестановок, що є результатом застосування до деякої перестановки np P  

композиції 
1 2

...
kk i i i     транспозицій 

1 2
{ , ,..., }

ki i i   . З множини 
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1 2
{ , ,..., }

ki i i    можна скласти !kP k  різних послідовностей 

транспозицій, які можуть бути застосовані до вихідної перестановки. 

 

2.3.2 Вплив транспозицій суміжності на довільну перестановку 

 

Розглянемо перестановку np P , що містить, в загальному випадку, 

кілька циклів. За аналогією з [129] розглянемо наступні поняття. 

Визначення 2.3. Для будь-якої вершини nv vert П  транспозицію 

i  виду (2.12) елементів { , 1}i i  , що належать одному циклу довжини k , 

k n , відповідної перестановки np P , будемо називати транспозицією 

суміжності «розриву» (break adjacency transposition). Будемо позначати таку 

транспозицію 
B
i . 

Визначення 2.4. Для будь-якої вершини nv vert П  транспозицію 

i  виду (2.12) елементів { , 1}i i  , що належать двом різним циклам 

довжини 1k  і 2k  відповідної перестановки np P , будемо називати 

транспозицією суміжності «з'єднання» (union adjacency transposition). Будемо 

позначати таку транспозицію 
U
i . 

Назви для цих двох типів транспозицій пов'язані з їх впливом на 

циклічну структуру вихідної перестановки. Відповідно до цього транспозиція 

суміжності «розриву» робить з одного циклу два, розриваючи його, а 

транспозиція суміжності «з'єднання» з двох циклів становить один, 

з'єднуючи їх. 

Доведемо відповідні леми про вплив транспозицій суміжності на 

циклічну структуру перестановки. 

Лема 2.1. Нехай вершина nv vert П , відповідна перестановці 

np P , містить цикл довжини k , k n . Транспозиція суміжності «розриву» 

для елементів циклу призведе до утворення суміжній з v  вершини 



58 

 

1 nv vert П , для якої відповідна перестановка 1 np P  містить, 

принаймні, два циклу довжини 1k  і 2k , 1 2k k k  . 

Доведення. Проведемо доведення від протилежного. Припустимо, що 

існує такий цикл довжини k , ( )k i x  , k n , якому належать елементи i  і 

1i  . Розглянемо ланцюжок, утворений елементами i  і 1i  . Елементи i  і 

1i   пов'язані наступним чином: 

 

1 2( ) ( 1)

1

k k
x i i

i i x

  
 
   
 
 

. 

 

Тут елемент x A  – елемент породжуючої множини, відображенням 

якого є елемент i , значення якого може бути довільним. Зробимо 

транспозицію елементів i  і 1i   

 

2 1( 1) ( )

1

k k
x i i

i x i

  
 
  

 
 

. 

 

Отримаємо 1 ( )
k

i i  , 2 ( 1) 1
k

i i    , 
1 2k k k  , два циклу довжини 

1k  і 
2k .  

Лема доведена. 

На рис. 2.4 наведено приклад транспозицій суміжності «розриву» для 

перестановки 
1 2 3 4

3 1 4 2

 
 
 

. 
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Рисунок 2.4. Транспозиції суміжності «розриву» 

 

Лема 2.2. Нехай вершина nv vert П , відповідна перестановці 

np P , містить два цикли, що мають довжини 1k , 2k , 1 2k k k n   . 

Транспозиція суміжності «з'єднання» для елементів циклу призведе до 

утворення суміжної з v  вершини 1 nv vert П , для якої відповідна 

перестановка 1 np P  містить, принаймні, один цикл довжини 

1 2k k k  . 

Доведення. Вихідна перестановка \ C
n np P P  складається, принаймні, 

з двох циклів довжини 
1 2,k k , 

1 2k k n  . І існує елемент i , такий що 

1( )i x , отже, можна записати послідовність 1 12( , , ( ),..., ( ), )
k

x i x x x   , 

ni J , і елемент 2 121 ( , ( ), ( ),..., ( ))
k

i y y y y   
  , причому 

nb J  , 

2 2b k  , і 11 ( )bi y   . 

Стартовий ланцюжок 

 

1 22 2
( ) ( ) ( )

( ) 1

k k bbx i y y y

i x y i y

  



   
 
     
 
 

. 

 

Є два цикли, довжини яких можуть бути обчислені 
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1

1 1 1

1
1 11 1

1

( )
( ( )) ( ) ( )

( )

k
k k kx i

x x x x
i x


   




  

 
   

 

, 

2 1

1

( 1)

1 ( )

k b

b

y i

i y





 



  


  

, 

2 2 21 11 1( ( )) ( ) ( )
k b k b kb by y y y            . 

 

Зробимо транспозицію елементів i  і 1i  , 1ni J   

 

1 22 2

1

( ) ( ) ( 1)

( ) 1

k k bb

i i

x i y y i

i x y i y

  



  

 

 
 
     
 
 

  

2 12 2

1

( 1) ( ) ( )

.

1 ( )

k b kb

i i

x i y y i

i y y i x

  



  

 

 
 
     

 
 



 

 

В результаті після транспозиції 1i i   отримаємо єдиний цикл 

довжини 

 

1

1 2 1 2

2

1

1
1 1 1 1

1

1

( )

1 ( )
( ) ( )

( 1)

( )

k

k b k b k k

k b

b

x i

i x
x x x

y i

i y




 







       

 





  
  

  


 

. 

 

Лема доведена. 
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На рис. 2.5 наведено приклад транспозиції суміжності «з'єднання» для 

перестановки 
1 2 3 4

1 2 3 4

 
 
 

. 

 

 

Рисунок 2.5. Транспозиції суміжності «з'єднання» 

 

Властивість 2.1. Нехай np P  – довільна перестановка, ,i j  – елементи 

перестановки, які не належать одному циклу. Не більше ніж за 1n   

транспозицію суміжності «з'єднання» з np P  можна отримати 

перестановку 1 np P , що містить цикл, в який входять обидва елементи ,i j . 

Доведення. Розглянемо спочатку випадок, коли для побудови циклу 

потрібно виконати максимальну кількість транспозицій суміжності 

«з'єднання». Для цього необхідно, щоб перестановка np P  не мала 

жодного циклу і складалася з n  нерухомих точок 

 

1 2 ... 1

...

1 2 ... 1

n n

n n

 
 
 
  

. 
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Найбільше число транспозицій суміжності «з'єднання» в такому 

випадку необхідно буде провести для того щоб об'єднати в один цикл 

елементи 1 і n . 

Для цього необхідно здійснити наступні транспозиції суміжності 

«з'єднання» 

 

1 2 3 ... 2 1

...

1 2 3 ... 2 1

ТС ТС

ТС ТС

n n n

n n n

 
 
  
 
 
 

  
 
 
 

. 

 

Якщо n  – парне, то необхідно здійснити мінімум 1
2

n
  транспозицію 

суміжності «з'єднання» з одного напрямку і 1
2

n
  транспозицію суміжності 

«з'єднання» з іншого, отримавши, таким чином, два циклу довжини 
2

n
. 

Всього буде здійснена ( 1) ( 1) 2
2 2

n n
n      транспозиція суміжності 

«з'єднання». І останньою транспозицією суміжності «з'єднання» необхідно 

об'єднати два циклу довжини 
2

n
. Разом буде здійснено ( 2) 1 1n n     

транспозицій суміжності «з'єднання». 

Розглянемо випадок, коли n  – непарне 
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1 2 3 ( 1) / 2 2 1

1 2 3 ( 1) / 2 2 1

ТС ТС

ТС ТС

n n n n

n n n n

 
 
   
 
 
 

   
 
 
 

. 

 

За допомогою 
1

1
2

n 
  транспозиції суміжності «з'єднання» буде 

отримано два циклу довжиною 
1

2

n 
 і нерухома точка. Вони за допомогою 

двох транспозицій об'єднуються в один цикл. Разом виходить: 

1 1
1 1 2 1

2 2

n n
n

    
        

   
. 

Властивість доведено. 

На рис. 2.6 наведено приклад, як з перестановки 
1 2 3 4

1 2 3 4
np P

 
  
 

, 

що складається з чотирьох нерухомих точок, за 1 3n    транспозицію 

суміжності «з'єднання» отримано циклічну перестановку 

3,2,1

1 2 3 4

2 3 4 1

C
np P

 
  
 

. 
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Рисунок 2.6. Отримання циклічної перестановки з n  нерухомих точок 

 

Оцінимо кількість транспозицій суміжності «з'єднання» і транспозицій 

суміжності «розриву», які можливо зробити для деякого циклу, якщо 

стартова перестановка np P  містить кілька циклів різної довжини. Так як 

будь-який породжуючий елемент, крім першого і останнього, має два 

елементи сусідніх за значенням, отже, з кожним елементом i  циклу можна 

зробити 2 транспозиції суміжності – одну з елементом 1i   і одну з 

елементом 1i  . При цьому, якщо, елементи, які беруть участь в 

транспозиції, належать різним циклам, це буде транспозиція суміжності 

«з'єднання», якщо одному, то транспозиція суміжності «розриву». 

Твердження 2.3. Розглянемо деяку перестановку 
np P , що 

складається з декількох циклів довільної довжини. Припустимо, що один з 

цих циклів jC , 
nj J  довжини m , тоді кількість транспозицій суміжності, 

виду (2.12), які можна здійснити з використанням елементів даного циклу, 

дорівнює 2Т m l g   , де m  – кількість елементів в аналізованому 

циклі, l  – кількість пар елементів рівних , 1i i  , що належать jC , g  – 

величина, яка приймає такі значення: 

 

0 | {1, }

1 | 1

2 | {1, }

j

j j

j

n C

g C n C

n C

 


   




.

 

 

Доведення. Розглянемо вихідний цикл jC , 
nj J  довжини m . 

Так як будь-який породжуючий елемент має два елементи, сусідніх за 

значенням, отже, з кожним елементом i  циклу можна зробити 2 транспозиції 

– одну з елементом 1i   і одну з елементом 1i   – разом 2m  транспозиція. 
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Необхідно врахувати, що якщо пара i  і 1i  , 
1ni J  , належать одному 

циклу, то їх транспозиція буде врахована двічі. Таким чином, необхідно від 

величини 2m  відняти l  – кількість пар елементів , 1i i  , 1ni J  , що 

належать jC , ni J . 

Також необхідно відзначити, що існують два породжуючих елемента, у 

яких є один сусід замість двох – це 1 і n . Відповідно, якщо вони обидва 

належать циклу jC  – для отримання кінцевого результату необхідно відняти 

2. Якщо один з елементів 1 або n  належать циклу – необхідно відняти 1. 

Таким чином, отримуємо величину g , що приймає наступні значення: 

 

0 | {1, }

1 | 1

2 | {1, }

j

j j

j

n C

g C n C

n C

 


   




. 

 

Разом кількість унікальних транспозицій суміжності i  і 1i  , 1ni J  , 

які можна зробити з використанням елементів даного циклу, дорівнює 

2Т m l g   . 

Що і потрібно було довести. 

Наслідок 2.1. Розглянемо деяку перестановку np P , що складається з 

декількох циклів довільної довжини. Припустимо, що один з цих циклів jC , 

nj J , довжини m , тоді кількість транспозицій суміжності «з'єднання», які 

можна зробити з використанням елементів даного циклу, дорівнює 

СТ Т l  , де T  – загальна кількість транспозицій, відповідно до твердження 

2.4, l  – кількість пар елементів рівних , 1i i   що належать jC , 
nj J . 

Доведення. Якщо із загальної кількості транспозицій суміжності 

відняти ті, в яких обидва елементи належать циклу jC , залишаться тільки 

транспозиції, в яких один з елементів належить розглянутому циклу jC , а 
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другий – довільному, відмінному від jC , циклу в перестановці 
np P . Згідно з 

визначенням, всі ці транспозиції будуть транспозиція суміжності 

«з'єднання». 

Наслідок доведено. 

Наслідок 2.2. Розглянемо деяку перестановку 
np P , що складається з 

декількох циклів довільної довжини. Припустимо, що один з цих циклів jC , 

nj J  довжини m , тоді кількість транспозицій суміжності «розриву», які 

можна зробити з використанням елементів даного циклу, дорівнює 

P CТ Т T l   , де T  – загальна кількість транспозиція, відповідно до 

твердження 2.4, 
СТ  – кількість транспозиція суміжності «з'єднання», згідно 

наслідку 2.1, l  – кількість пар елементів рівних , 1i i  , що належать jC , 

nj J . 

Доведення. Так як l  – кількість пар елементів рівних , 1i i  , 
ni J , що 

належать jC , а згідно з визначенням транспозиція суміжності елементів, що 

належать одному циклу, є транспозицією суміжності «розриву», отже, 

кількість відповідних пар і 
PТ  збігається. 

Так як будь-яка транспозиція суміжності, виду (2.12), може бути або 

транспозицією суміжності «розриву» або транспозицією суміжності 

«з'єднання», отже, так само можна обчислити
PТ  шляхом вирахування із 

загальної кількості транспозиція 
СТ . 

Наслідок доведено. 

 

2.3.3 Вплив транспозицій суміжності на циклічну перестановку 

 

Розглянемо питання впливу транспозицій суміжності на циклічні 

перестановки. Зокрема застосування до деякої перестановки C
np P  двох 

транспозиції суміжності ,i j  . В такому випадку можливо два варіанти:  
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– транспозиції ,i j   не перетинаються; 

– транспозиції ,i j   перетинаються. 

В залежності від транспозицій ,i j   їх вплив на перестановку C
np P  

та на її циклічну структуру буде відрізнятися. Розглянемо ці два випадки 

окремо. 

 

2.3.3.1 Вплив на циклічну перестановку транспозицій суміжності, що 

не перетинаються 

 

Розглянемо, чи можливе збереження циклічної структури перестановки 

при застосуванні двох транспозицій ,i j  , виду (2.12), елементів { , 1}i i   і 

{ , 1}j j  , 
1, ,ni j J j i  . Розглянемо випадок, коли в двох транспозиціях 

суміжності задіяно чотири елемента. 

Твердження 2.4. Якщо до деякої перестановки C
np P  застосувати 

послідовно 2 транспозиції ,i j  , що не перетинаються, з елементів { , 1}i i   

і { , 1}j j  , 
1, ,ni j J j i  , то отримана при цьому перестановка ij np P , 

буде циклічною, якщо елементи ,i j  у вихідній перестановці C
np P  

росташовані в послідовності, відповідно до I або II типу. 

Доведення. Розглянемо застосування транспозицій ,i j   для всіх 

шести типів перестановок і покажемо, які з типів зберігають циклічність. Для 

всіх шести типів: , , {0,..., 2}n      

Тип I: , 1, 1j i j  . Стартовий ланцюжок має наступний вигляд: 

 

( ) ( ) ( 1)

1 1

x i j i

i j i j

     
 
    
  
 

. 
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Застосуємо послідовно дві транспозиції ,i j  . І переставимо елементи 

ланцюжка, без зміни зв'язків, для зручності візуального сприйняття. 

Отримаємо 

 

( ) ( ) ( 1)

1 1

x i j i

i j i j

     
 
    
  
 

 
1

1

i i

j j

 

 

  

( 1) ( ) ( )

1 1

x i j i

i j i j

     
 
    

  
 

. 

 

Тип II: 1, 1,j i j  . Стартовий ланцюжок 

 

( ) ( 1) ( 1)

1 1

x i j i

i j i j

      
 
    
  
 

. 

 

Застосуємо послідовно дві транспозиції ,i j  . Тоді результат буде 

таким: 

 

( ) ( 1) ( 1)

1 1

x i j i

i j i j

      
 
    
  
 

 
1

1

i i

j j

 

 

  

( 1) ( 1) ( )

1 1

x i j i

i j i j

      
 
    

  
 

. 

 

Тип III: 1, , 1i j j  . Стартова перестановка має вигляд: 
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( ) ( 1) ( )

1 1

x i i j

i i j j

     
 
    
  
 

. 

 

застосуємо транспозиції 
i  і j . Розглянемо результат 

 

( ) ( 1) ( )

1 1

x i i j

i i j j

     
 
    
  
 

 
1

1

i i

j j

 

 

  

( 1) ( ) ( )

1 1

x i i j

i j i j

     
 
  

  
 

 

 

Тип IV: 1, , 1j j i  . Стартовий ланцюжок виглядає наступним чином: 

 

( ) ( 1) ( )

1 1

x i j j

i j j i

     
 
    
  
 

. 

 

Застосуємо дві транспозиції ,i j  . В результаті 

 

( ) ( 1) ( )

1 1

x i j j

i j j i

     
 
    
  
 

 
1

1

i i

j j

 

 

  

( ) ( ) ( 1)

1 1

x i j j

i j i j

     
 
   

  
 

. 

 

Тип V: 1, 1,i j j  . Розглянемо стартовий ланцюжок 
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( ) ( 1) ( 1)

1 1

x i i j

i i j j

      
 
    
  
 

. 

 

І застосуємо послідовно транспозиції 
i  і j . Тоді результат буде 

таким: 

 

( ) ( 1) ( 1)

1 1

x i i j

i i j j

      
 
    
  
 

 
1

1

i i

j j

 

 

  

( 1) ( ) ( 1)

1 1

x i i j

i j i j

      
 
  

  
 

. 

 

Тип VI: , 1, 1j j i  . Розглянемо ланцюжок даного типу 

 

( ) ( ) ( 1)

1 1

x i j j

i j j i

     
 
    
  
 

, 

 

застосуємо ,i j   

 

( ) ( ) ( 1)

1 1

x i j j

i j j i

     
 
    
  
 

 
1

1

i i

j j

 

 

  

( ) ( 1) ( )

1 1

x i j j

i j i j

     
 
   

  
 

. 
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Після застосування послідовно двох транспозицій ,i j  , до 

перестановки C
np P , отримана перестановка ijp , належить множині 

циклічних перестановок C
nP , у випадку якщо стартове розташування 

елементів в ланцюжку відповідає I або II типу. Якщо ж вихідне розташування 

елементів в ланцюжку відповідає III–VI типу, отримана перестановка ,i jp  не 

належить множині циклічних перестановок C
nP . В такому випадку 

транспозиції суміжності ,i j   призводять до виникнення в циклічній 

структурі перестановки ijp  циклів довжини менше n : ( )k z z  , k n , 

{ , 1, , 1}z i i j j   . 

Розглянемо на прикладі перестановки  

1 4 6 2 5 8 3 7

4 6 2 5 8 3 7 1

р

 
 

        
 
 
 

. 

Перевіримо розташування елементів 1, 3i j   в ній. В даному випадку 

розташування { , 1, , 1}i i j j   буде по типу II 

2 27 1 (4) (2) ( 1) ( 1)

1 4 2 3 1 1

x i j i

i j i j

       
   
           
    
   

. 

Це означає, що перестановка 1 3 3 1 13( ( )) ( ( )) C
np p p P       

 

для елементів 1, 4i j   розташування { , 1, , 1}i i j j   буде по типу I 
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3(5) 1 (4) 2 ( ) 1

1 4 2 5 1 1

x i j i

i j i j

     
   

           
      

. 

Це означає, що перестановка 1 4 4 1 14( ( )) ( ( )) C
np p p P       

 

Покажемо на прикладі що якщо стартове розташування елементів в 

ланцюжку відповідає III–VI типу, отримана перестановка ,i jp  не 

належатиме множині циклічних перестановок C
nP . Для цього розглянемо для 

елементів 1, 7i j   розташування { , 1, , 1}i i j j   

2 27 (1) (2) (8) ( ) ( 1) ( 1)

1 2 8 7 1 1

x i i j

i i j j

         
   
           
    
   

. 

Це означає, що перестановка 1 7 7 1 17( ( )) ( ( )) C
np p p P       

 

 

2.3.3.2 Вплив на циклічну перестановку транспозицій суміжності, що 

перетинаються 

 

Розглянемо вплив транспозицій суміжності 
1i

  і 
1 1i  , яким відповідає 

множина елементів 1 1 1{ , 1, 2}i i i  , на довільну циклічну перестановку 

C
np P . 
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Твердження 2.5. Якщо до деякої перестановки C
np P  застосувати 

послідовно 2 транспозиції суміжності, що перетинаються, тобто 

1 2 1 21 , ni i i J     , буде отримано дві перестановки 
1 2 2 1i i i ip p , тільки одна 

з яких буде циклічною. 

Доведення: При скоєнні двох транспозицій суміжності, виду (2.12), 

таких що 
1 2 1 2 11 , , ni i i i J     , відбувається або транспозиція елементів 

1 1 1i i  , потім транспозиція 
1 11 2i i   , або транспозиція 

1 11 2i i    і 

після неї транспозиція 
1 1 1i i  . 

Розглянемо послідовності, утворені елементами 
1 1 1, 1, 2i i i   в 

довільній перестановці C
np P . Необхідно знайти послідовність відображень 

породжуючих елементів мінімальної довжини, що з'єднує елемент i  і один з 

елементів 
1 11, 2i i  . Так як початковий елемент 

1i  в даному випадку єдиний, 

позначимо його як i . позначимо через
1 1' { 1, 2}i i i    один з елементів, для 

якого виконується 

 

1 1( ) ', min{ , | ( ) 1, ( ) 2}l k mi i l k m n i i i i         , 

 

і 1 1'' { 1, 2}i i i   , '' 'i i  – другий елемент, для якого 

 

( ) '' ( ') '', max{ , | ( ) 1, ( ) 2}s s l k mi i i i s k m n i i i i            . 

 

Використовуючи введені позначення, зв'язок між елементами 

1 1 1, 1, 2i i i  , можна представити в наступному вигляді: 

 

( ) ( ')

' ''

l s lx i i

p

i i i

   
 

    
 
 

. 
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Варіант 1 послідовності транспозицій 1 11 2i i   , 1 1 1i i  . 

Так як невідомо, яке з позначень, 'i  або ''i  відповідає 1 1i  , будемо 

враховувати обидві можливості. 

Стартова перестановка 

 

( ) ( ')

' ''

l s lx i i

p

i i i

   
 

    
 
 

. 

 

Припущення: 1' 1i i  . Результат застосування транспозицій: 

 

' " '

( ) ( ') ( ) ( ') ( ') ( )

' '' '' ' ' ''

l s l l s l s l l

i i i i

x i i x i i x i i

i i i i i i i i i

       

 

     
     
            
     
     

  . 

 

Альтернативне припущення: 1'' 1i i  . Результат: 

 

' " "

( ) ( ') ( ) ( ') ( ) ( ')

' '' '' ' '' '

l s l l s l l s l

i i i i

x i i x i i x i i

i i i i i i i i i

       

 

     
     
         
     
     

  . 

 

Варіант 2 послідовності транспозицій 1 1 1i i  , 1 11 2i i   . 

Так як невідомо, 'i  або ''i  дорівнює 
1 1i  , розглянемо обидва варіанти. 

Тоді стартова перестановка 

 



75 

 

( ) ( ')

' ''

l s lx i i

p

i i i

   
 

    
 
 

. 

 

Припущення 
1' 1i i  . Результат: 

 

' ' ''

( ) ( ') ( ') ( ) ( ') ( )

' '' ' '' '' '

l s l s l l s l l

i i i i
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Альтернативне припущення 
1'' 1i i  . Результат: 
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( ) ( ') ( ) ( ') ( ') ( )

' '' '' ' ' ''

l s l l s l s l l

i i i i
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З наведеного вище сформулювано такий висновок. В незалежності від 

росташування елементів 
1 1 1, 1, 2i i i   у перестановці C

np P  один із способів 

застосування двох транспозиції суміжності, що перетинаються, призводить 

до отримання циклічної перестановки, а другий до отримання перестановки з 

декількох циклів. 

На рис. 2.7 наведено приклад застосування двох транспозицій 1  і 2 , 

Яким відповідає множина елементів {1,2,3}, до циклічної перестановки 

1 2 3 4

4 1 2 3

C
np P

 
  
 

. Відповідно до твердження 2.5 в результаті 

застосування 1  і 2  породжуються дві різних перестановки 

1 2 1,2

2
 

1 3 4
( ( ))

4 3 1 2

C
np p P 

 
   

 
, 
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2 1 2,1

3
 

1 2 4
( ( )) \

4 2 3 1

C
n np p P P 

 
   

 
. 

Дослідження впливу двох транспозицій суміжності на циклічні 

перестановки на цьому будемо вважати закінченим.  

 

 

Рисунок 2.7. Застосування двох транспозицій з трьох елементів 

 

2.3.3.3 Вплив на циклічну перестановку трьох транспозицій суміжності 

 

Розглянемо вплив трьох транспозицій суміжності на циклічні 

перестановки. 

Твердження 2.6. Якщо в довільній циклічній перестановці C
np P  

послідовно здійснити три транспозиції суміжності, виду (2.12), з 

використанням будь-яких елементів, то всі перестановки, отримані в 

результаті, не будуть циклічними незалежно від послідовності виконання 

транспозицій. 

Доведення: Охарактеризуємо три транспозиції суміжності в термінах 

«розривів» і «з'єднань». Так як стартова перестановка має єдиний цикл 

довжини n , то перша транспозиція може бути тільки «розривом №1» [4]. 

Наступні дві транспозиції суміжності можуть бути такими: 

– «розрив №2», «розрив №3»; 
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– «розрив №2», «з'єднання №1»; 

– «з'єднання №1», «розрив №2»; 

– «з'єднання №1», «з'єднання №2». 

Розглянемо всі випадки окремо. У кожному разі після транспозиції 

«розриву №1» маємо в якості вихідної перестановку з двома циклами. 

– «розрив №2», «розрив №3»: «розрив №2» розриває один з циклів на 

два. Отримуємо перестановку з трьома циклами. «Розрив №3» розриває один 

з циклів на два. Таким чином, буде отримана перестановка \ C
n np P P , що 

складається з чотирьох циклів. 

– «розрив №2», «з'єднання №1»: «розрив №2» розриває один з циклів 

на два. Отримуємо перестановку з трьома циклами. «З'єднання №1» об'єднує 

два з трьох наявних циклів. Разом буде отримана перестановка \ C
n np P P , 

що складається з двох циклів. 

– «з'єднання №1», «розрив №2»: «з'єднання №1» об'єднує два циклу, з 

яких складається перестановка, утворюючи циклічну перестановку. Після 

цього «розрив №2» розриває єдиний цикл циклічної перестановки на два 

різних циклу. Разом буде отримана перестановка \ C
n np P P , що 

складається з двох циклів. 

– «з'єднання №1», «з'єднання №2»: «з'єднання №1» об'єднує два циклу, 

з яких складається перестановка, утворюючи циклічну перестановку. Після 

цього третя транспозиція не може бути «з'єднанням №2», так як було 

доведено вище, що будь-яка транспозиція суміжності в циклічній 

перестановці є транспозицією суміжності «розриву». 

Отже, розглянуті всі варіанти для трьох послідовних транспозицій 

суміжності і у всіх випадках кінцева перестановка \ C
n np P P , що і потрібно 

було довести. 

На рис. 2.8 наведено приклад застосування трьох транспозицій 

суміжності до циклічної перестановки 
1 2 3 4

2 4 1 3

C
np P

 
  
 

. Всі, отримані 
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в результаті перестановки, не належать множині циклічних, відповідно до 

твердження 2.6. 

 

 

Рисунок 2.8. Застосування трьох транспозицій суміжності до циклічної 

перестановки 

 

2.4 Вплив суперпозицій транспозицій суміжності на довільну 

перестановку 

 

У підрозділі 2.3 було розглянуто вплив обмеженої кількості 

транспозицій суміжності, виду (2.12), на довільні перестановки і на 

перестановки із заданою циклічною структурою. Тепер розглянемо результат 

впливу композиції транспозицій 
k  на деяку перестановку np P , в 

залежності від властивостей заданих транспозицій 
1 2

{ , ,..., }
ki i i    і від їх 

порядку в композиції. 

Лема 2.3. Суперпозиція 
1 2

...
nn i i i     транспозицій 

1 2
{ , ,..., }

ni i i   , що не перетинаються, така, що для будь-яких двох 

транспозицій 
1 2

, { , ,..., }
x y ni i i i i     , виконується правило комутативності 

 

1 2
... ... ...

x y ni i i i i    
1 2

... ... ...
y x ni i i i i     . 
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Доведення проведемо по індукції. 

Для 1n   це тривіальний випадок з однією транспозицією. 

Для 2n   розглянемо композицію з двох транспозицій 
1 2

{ , }i i  , що не 

перетинаються, і покажемо, що для цього окремого випадку комутативність 

виконується. 

Для доведення розглянемо вихідну перестановку np P , та розглянемо 

іншу перестановку 4p P , породжену множиною 1 1 2 2{ , 1, , 1}А i i i i   , таку 

що у ній порядок елементів відповідає порядку елементів у np P . Таким 

чином ми нехтуємо тими елементами перестановки, що не беруть участі у 

транспозиціях 
1i

  та 
2i

 , адже згідно до визначення транспозиції суміжності 

ці елементи злишаться на своїх місцях. Відомо що кількість перестановок p  

дорівнює 24-м. Продемонструємо вплив композиції транспозицій 
1 2i i   на 

одну із них. Доведення для інших 23-х проводиться аналогично. 

Розглянемо застосування композиції 
1 2i i   

 

1 2i i  : 
1 2
( ( ))i i p   

1 2 1 1 2 2( ( , 1, , 1))i i i i i i     
1 1 1 2 2( , 1, 1, )i i i i i    

1 1 2 2( 1, , 1, )i i i i   , 

 

застосування композиції 
2 1i i   

 

2 1i i  : 
2 1
( ( ))i i p   

2 1 1 1 2 2( ( , 1, , 1))i i i i i i     
2 1 1 2 2( 1, , , 1)i i i i i    

1 1 2 2( 1, , 1, )i i i i    

 

Таким чином, 
1 2 2 1
( ( )) ( ( ))i i i ip p    , тобто 

1 2 2 1i i i i    . 
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Припустимо, що для n k  транспозицій 
1 2

{ , ,..., }
ki i i   , що не 

перетинаються, дана лема виконується і доведемо, що тоді вона виконується і 

для 1n k  . Для цього розглянемо суперпозицію 

1 2 11 ...
k kk i i i i   

  , і доведемо, що 

1k  
1kk i



1ki k 



1ks i l 


, , :s l s l k   . 

Композиція 
k  з k  транспозицій 

1 2
{ , ,..., }

ki i i    є біективним 

відображенням, і для нього виконується умова комутативності, що випливає 

з індуктивного припущення. Так як всі транспозиції 
1 2 1

{ , ,..., , }
k ki i i i   


 не 

перетинаються, отже, підмножини елементів 
nA J , відповідні 

k  і 
1ki




, не 

перетинаються. Таким чином, композицію транспозиції 
1ki




 і суперпозиції 

k  можна розглядати як композицію двох біекцій. А для двох транспозицій 

доведено, що
1 1k ki k k i  
 

 . 

Тепер розглянемо 
1k  

1ks i l 


, , :s l s l k   . Так як s  і l  

менше k , отже, виходячи з індуктивного припущення, 
s  і 

l комутативні. 

Врахуємо, що 
s  і 

l є біекція, так як вони – композиції біекція. Виходячи з 

того, що всі транспозиції 
1 2 1

{ , ,..., , }
k ki i i i   


 не перетинаються, 

підмножини відповідні 
s , 

l  і 
1ki




, не перетинаються. Таким чином, 

1k  
1

 
ks li 


 є композицією трьох біекцій, для яких лема 2.3 вірна, 

виходячи з індуктивного припущення. 

Так як твердження доведено для 1n k  , отже, відповідно до 

принципу математичної індукції, воно вірно і для будь-якої кількості 

транспозицій, що не перетинаються. 

Композиція біективних відображень – асоціативна і, як було доведено в 

лемі 2.3, композиція транспозицій, що не перетинаються, комутативна для 

будь-яких елементів композиції. Виходячи з цього, кількість композицій з 

транспозицій 
1 2

{ , ,..., }
ki i i   , що не перетинаються, дорівнює кількості 
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перестановок з k  елементів; результат застосування всіх композицій до 

довільної перестановці однаковий. 

Наслідок 2.3. Якщо до деякої перестановки np P  застосувати 

композицію транспозицій 
1 2

{ , ,..., }
ki i i   , 0 / 2k n  , що не 

перетинаються, то в незалежності від послідовності застосування 

транспозицій буде отримана одна і та сама перестановка 

( ) { | ( ), }
k p i n i k nР p P p p p P     , 1i  . 

Розглянемо композицію двох транспозицій, що перетинаються. 

Лема 2.4. Дві транспозицій, що перетинаються, 
1{ , }i i  

 не 

комутативні, тобто 1 1i i i i     . 

Доведення: Розглянемо композицію з двох транспозицій 
1{ , }i i  

, що 

перетинаються, і покажемо, що комутативність не виконується. 

Для доведення розглянемо вихідну перестановку np P , та розглянемо 

іншу перестановку 3p P , породжену множиною { , 1, 2}A i i i   , таку що у 

ній порядок елементів відповідає порядку елементів у np P . Таким чином 

ми нехтуємо тими елементами перестановки, що не беруть участі у 

транспозиціях 1i i   , адже згідно до визначення транспозиції суміжності 

ці елементи злишаться на своїх місцях. Відомо що кількість альтернативних 

перестановок 3p P  дорівнює 6-ти. Продемонстуемо вплив композиції 

транспозицій 
1 2i i   на одну із них. Доведення для інших 5-ти проводиться 

аналогично. 

Розглянемо застосування композиції 1i i   . 

 

1i i   : 1( ( ))i i p    1( ( , 1, 2))i i i i i     ( , 2, 1)i i i i   ( 1, 2, )i i i   . 

 

Змінимо порядок порядок транспозицій у композиції: 1i i  .  
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1i i  : 1( ( ))i i p   1( ( , 1, 2))i i i i i    1( 1, , 2)i i i i    ( 2, , 1)i i i   . 

 

Так як, 1 1( ( )) ( ( ))i i i ip p     , то й 1 1i i i i     . 

Наслідок 2.4. Якщо до деякої перестановки np P  застосувати 

композицію двох транспозицій 1{ , }i i   , що перетинаються, то в результаті 

застосування даних транспозицій в різному порядку будуть отримані дві 

перестановки 
2 2{ | ( ), }i n i nР p P p p p P     , 2i  , такі що 1 2p p . 

Позначимо композиції з різним порядком транспозицій 2 2( ) ( )p p   , де 

2 1( ) ( )i ip р     і 2 1( ) ( )i ip р    . 

Далі розглянемо комбінацію транспозицій, що перетинаються та що не 

перетинаються і їх суперпозиції. 

Лема 2.5. Нехай є композиція двох транспозицій 2 { , }i j   , така, 

що транспозиції у ній не перетинаються, і одна транспозиція 1i  , така що 

{ , 1} { , 1, 2}j j i i i     . Тоді при застосуванні композиції 3( )p  всіх 

трьох транспозицій 1{ , , }i i j    до довільної перестановки, кількість 

породжуваних перестановок зросте в два рази в порівнянні з кількістю 

перестановок, що можуть бути породжені з довільної перестановки 

застосуванням композиції 2( )p  двох транспозицій { , }i j  . 

Доведення. Доведення даної леми може бути проведено на підставі 

леми 2.3 і 2.4. Розглянемо композицію двох транспозицій { , }i j  , що не 

перетинаються. Згідно лемі 2.3 композиція 2 i j j i       даних 

перестановок буде породжувати множину перестановок, що складається з 

однієї перестановки: 
2
( ) 1Р p  . 

Додамо до композиції транспозицію 1i  . Тоді, відповідно до леми 2.4 

дві транспозиції даної композиції будуть перетинатися, і різний порядок їх 

застосування в композиції буде породжувати дві перестановки. В такому 
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випадку композицію трьох транспозицій можна розглядати як композицію 

двох транспозицій, що не перетинаються, одна з яких складається з двох 

транспозицій 1{ , }i i   , що перетинаються: 2 1i i    і 2 1i i    . 

Підсумкова кількість перестановок, породжуваних композицією трьох 

транспозицій збільшиться вдвічі: 
3 2 2j j

Р Р Р      , 

' ''
3 2 2
( ) 2 ( ) 2 ( )Р p Р p Р p  

    . 

Твердження 2.7. Нехай є композиція n  n  довільних транспозицій 

1 2
{ , ,..., }

ni i i   . Дана композиція 
n  породжує S  перестановок: ( )

n
Р p S  . 

Нехай існує одна транспозиція 
1 2

{ , ,..., }
nj i i i    , така що 

{ , 1} { , 1} 1,m m nj j i i m J     . Тоді застосування композиції 
1n 
 

транспозицій 
1 2

{ , ,..., , }
ni i i j    , збільшить кількість породжуваних 

перестановок вдвічі: 
1
( ) 2

n
Р p S 

 . 

Доведення. для 1n   і 2n   справедливість твердження випливає з лем 

2.4 та 2.5. Подальше доведення можна провести за аналогією до леми 2.3 за 

принципом математичної індукції. Припустимо що дане твердження 

справедливо для n k  і доведемо його для 1n k  . 

Розглянемо композицію двох транспозицій { , }j m  , що 

перетинаються. Згідно зі наслідком 2.4, їх композиція породжує 2 різних 

перестановки. Замінимо в стартовій композиції транспозицій 

1 2
...

kk i i i     транспозицію m  на складну функцію 2 . 

Тоді замість будь-якої з S  перестановок, породжуваних композицією 

k , буде отримано 2 нових перестановки, в залежності від того, буде 

замінена m  на функцію 2' j m    або на 2'' m j   . Отже, 

потужність множини перестановок, одержуваних з довільної перестановки p  
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при застосуванні до неї композиції транспозицій 1k  , буде дорівнювати 

1
( ) 2

n
Р p S 

 , що і потрібно було довести. 

Наслідок 2.5. Нехай є композиція 2  двох транспозицій 2{ , }i i   , що 

не перетинаються, і транспозиція 1i  , вкладена по відношеню до композиції 

2 . Тоді при застосуванні композиції 3  трьох транспозицій 1 2{ , , }i i i    , 

кількість породжуваних перестановок зросте в чотири рази в порівнянні з 

кількістю перестановок породжуваних композицією 2  двох транспозицій 

2{ , }i i   . 

Доведення. Доведення цього наслідку може бути проведено на підставі 

леми 2.3, наслідку 2.4 і твердження 2.7. Розглянемо кількість перестановок, 

породжуваних даними транспозиціями. 

Згідно лемі 2.3, так як транспозиції 2{ , }i i    не перетинаються – їх 

композиція породжує одну перестановку незалежно від порядку 

застосування. 

Розглянемо композицію 2  транспозицій 1{ , }i i   . Згідно зі наслідком 

2.4 їх композиція породжує дві перестановки. Тобто,
2
( ) 2Р p  . 

Додамо до композиції 2  третю перестановку 2i  , отримавши таким 

чином композицію трьох перестановок 3 . Даний випадок описаний в 

утвердженні 2.7. Отже,
3 2
( ) 2 ( ) 4Р p Р p    . 

Наслідок 2.6. З транспозицій 1 2{ , , }i i i     можна отримати такі 

композиції: 

3 1 2i i i      , 

3 2 1 2 1i i i i i i            , 

3 1 2 1 2i i i i i i            , 

3 2 1
IV

i i i     , 

де ' '' '''
3 3 3 3

IVР Р Р Р
   

   . 
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2.5 Висновки по другому розділу 

 

У підрозділі 2.1 наведені постановки задач оптимізації лінійної функції 

на множині циклічних перестановок без обмежень і з додатковими 

обмеженнями. Описано занурення множини перестановок в евклідів простір. 

Наведено основні комбінаторні властивості перестановочного 

багатогранника і описаний спеціальний клас транспозицій суміжності, що 

характеризується відповідністю критерію суміжності вершин в 

перестановочному багатограннику. Описано підхід до розв’язання задач 

лінійної оптимізації на циклічних перестановках, заснований на переборі 

вершин опуклого багатогранника в багатовимірному просторі, 

комбінаторних властивостях перестановочного багатогранника і обмеженнях 

на множину застосування вихідної задачі для розв’язання поставлених задач. 

Підрозділ 2.2 присвячений множині циклічних перестановок, і 

особливостям циклічної структури перестановок. Наведено визначення 

циклу, описані різні варіанти подання циклічної структури перестановки. 

Описано поняття часткової перестановки і доведено твердження про її 

циклічну структуру. Описано особливості структури перестановок, а саме, 

особливості розташування довільних породжуючих елементів в циклічних 

перестановках. Виділено 6 типів перестановок в залежності від особливостей 

розташування елементів в перестановці. 

У підрозділі 2.3 описані властивості транспозицій суміжності, введені 

поняття транспозицій, що перетинаються та що не перетинаються, кратних і 

комутативних транспозицій, введено поняття суперпозиції транспозицій 

суміжності. 

Доведено твердження про вплив транспозицій суміжності на довільну 

перестановку і на циклічну перестановку. На базі відомого критерію 

суміжності вершин перестановочного багатогранника nП , введені 

визначення двох типів транспозицій елементів перестановки. Досліджено 
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зміни в циклічній структурі перестановок при застосуванні транспозицій 

кожного з типів. 

На підставі введених визначень сформульовані леми про вплив різних 

типів транспозицій на циклічну структуру перестановок, суміжних з даною 

перестановкою. 

Використовуючи доведені леми про циклічну структуру суміжних 

перестановок, доводиться твердження про оцінку кількості транспозицій 

кожного типу для довільної перестановки np P . 

Підрозділ 2.4 присвячений результатам впливу композиції 

транспозицій суміжності на деяку перестановку, в залежності від 

властивостей заданих транспозицій і від їх порядку в композиції. Доведено 

твердження про кількість перестановок, породжуваних в разі впливу на деяку 

перестановку різних композицій транспозицій суміжності. 

Результати розділу опубліковано в роботах [1–7, 10–20]. 
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РОЗДІЛ 3      

 МЕТОДИ РОЗВ'ЯЗАННЯ ЗАДАЧ ОПТИМІЗАЦІЇ НА 

ЦИКЛІЧНИХ ПЕРЕСТАНОВКАХ 

 

Даний розділ присвячено методам оптимізації лінійних функцій на 

циклічних перестановках. В рамках розділу розглядаються різні методи як 

для розв'язування задач з додатковими лінійними обмеженнями, так і для 

задач без додаткових обмежень. Запропоновано методи, засновані на 

класичних схемах оптимізації, таких як метод гілок та меж, метод 

випадкового пошуку. Дані класичні алгоритми були змінені відповідно до 

особливостей постановки вихідної задачі. При розв’язанні враховувалися 

циклічні властивості і властивості суміжності циклічних перестановок. 

Результати розділу опубліковано в роботах[1, 5, 7, 10–11, 13, 17, 19]. 

 

3.1 Властивості лінійних функцій на циклічних перестановках при 

впливі транспозицій суміжності на змінні 

 

Розглянемо деяку перестановку np P  і значення функції 

1

( )
n

i i
i

L p c p



  для даної перестановки в задачі (2.3) – (2.4). З тверджень і 

властивостей, доведених в розділі 2, відомо, як застосування транспозицій 

суміжності виду (2.12) впливає на довільну перестановку np P . Дослідимо 

зміну значення функції ( )L p  в результаті застосування транспозицій 

суміжності виду (2.12) до довільної перестановки np P . 

Будь-яка транспозиція суміжності виду (2.12) змінює значення цільової 

функції в такий спосіб: якщо буде здійснена довільна транспозиція j  у 

перестановці (..., ,..., ,...)r mp p p , { , } { , 1}r mp p j j  , то значення цільової 
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функції 

1

( )
n

i i
i

L p c p



  зміниться на величину rm r mc c   , 

, {1,2,...,n}nr m J  . Будь-яка rm  може або збільшити, або зменшити 

значення функції мети. Позначимо множину всіх rm  через  , і відзначимо, 

що потужність даної множини дорівнює 1n  . 

Лема 3.1. Якщо до деякої перестановки np P  застосовується 

композиція 
k  не кратних транспозицій суміжності 

1 2
{ , ,..., }

ki i i   , тобто 

j ri i  , , {1,..., }j r k  , то будь-яка rm , , nr m J , змінить значення цільової 

функції один і тільки один раз. 

Доведення. Розглянемо вихідну перестановку 1 2( , ,..., )n np p p p P  . 

Виберемо з елементів перестановки (..., ,..., ,...)r mp p p  пару 

{ , } { , 1}r mp p j j   і зробимо їх транспозицію. Тоді значення цільової функції 

зміниться на rm r mc c   . Для того, щоб в подальшому значення цільової 

функції ще раз змінилося на таку ж величину rm r mc c    необхідно, щоб на 

місці породжуючого елемента mp j  шляхом транспозиції виду (2.12) 

виявився елемент 2j  . Це неможливо, так як в разі, якщо транспозиції не 

повторюються, елемент j  може бути задіяний в транспозиції тільки з 

елементом 1j  . 

Лема 3.2. Якщо до перестановки * np P , 

1

* arg min
n

n

j j
p P

j

p c p




  , 

застосувати композицію k  транспозицій суміжності 
1 2

{ , ,..., }
ki i i   , таку 

що 
z yi i  , , {1,..., }z y k  , то rm   , , nr m J , відповідна транспозиції 

суміжності з множини 
1 2

{ , ,..., }
ki i i   , буде збільшувати значення цільової 

функції. 

Доведення. Вихідна перестановка * np P  є точкою мінімуму функції 

( )L p . Отже [26–27, 228], елементи перестановки * np P  
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* * * *
1 2

1

( , ,..., ) arg min
nk

n

n j j
p P j

p p p p c p
 

   , 
1

jc R , 
*

jmp j , а послідовність 

1 2{ , ,..., }nm m m  така, що 
1 2

...
nm m mc c c   . 

Проведемо доведення від протилежного. Припустимо, що в результаті 

застосування деяких транспозицій з множини 
1 2

{ , ,..., }
ki i i    була отримана 

проміжна перестановка np P . І припустимо, що при застосуванні ще однієї 

транспозиції 
1 2

{ , ,..., }
kj i i i    , що не застосовувалася раніше, буде 

отримана така перестановка ( )j jp p , що ( ) ( ) 0jL p L p  . 

Розглянемо ( )j jp p , і врахуємо, що раніше, до перестановки p  

були застосовані довільні транспозиції з множини 
1 2

{ , ,..., }
ki i i   . Отже, в 

перестановці p  породжуючі елементи { , 1}j j  , які беруть участь в 

транспозиції j , відповідають довільним коефіцієнтам ,a bc c . Розглянемо 

різницю ( ) ( )jL p L p  =    ( 1) ( 1)a b a bj c j c j c j c          = 

   ( 1) ( 1)a a b bj c j c j c j c          = 
a bc c . 

Виходячи з припущення, що ( ) ( ) 0jL p L p   різниця коефіцієнтів 

підпорядковується наступній нерівності 0a bc c  . Тоді 
a bc c . 

Врахуємо, що елементи { , 1}j j   в перестановці * np P  були 

розташовані таким чином, що елементу j  відповідав коефіцієнт jc , а 1j   – 

1jc  , при чому, виходячи з правила побудови * np P  1j jc c  . 

Але в перестановці 
np P  елементи { , 1}j j   були розташовані таким 

чином, що елементу j  відповідав коефіцієнт 
ac , а 1j   – 

bc , При чому, 

a bc c . 

Співвідношення коефіцієнтів 
a bc c  неможливо, так як елемент j  при 

генерації перестановки p  міг бути задіяний в транспозиція суміжності 
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тільки з породжуючими елементами, менше його, отже, міг відповідати 

тільки коефіцієнту j wc  , такому що j w jc c  , де {1,2,..., }w j . 

Аналогічно елемент 1j   міг бути задіяний в транспозиція суміжності 

тільки з породжуючими елементами, більше його, і відповідати коефіцієнту 

j uc  , такому що 1j j uc c  , де {1,2,..., }u n j  . Тоді для всіх розглянутих 

вище коефіцієнтів справедливо наступне співвідношення: 

1a j w j j j u bc c c c c c       , що суперечить вихідному припущенню 

a bc c  і доводить твердження. 

Ґрунтуючись на лемах 3.1 і 3.2, можна сформулювати твердження про 

оцінку мінімуму лінійної функції на циклічних перестановках. 

Нехай відома точка мінімуму функції ( )L p  на множині перестановок 

nP : * np P , 

1

* arg min
n

n

j j
p P

j

p c p




  , і його циклічна структура складається з 

k циклів. Нехай   – множина всіх rm r mc c   , , nr m J . Впорядкуємо 

елементи множини   по зростанню: 
1 2 ... N    , де 1N n  , і 

позначимо через 

1

k
i

i




  суму k  перших елементів з упорядкованих елементів 

1 2 ... N    . І нехай *C C
np P  – точка мінімуму функції ( )L p  на множині 

циклічних перестановок: 

1

* arg min
C
n

n
C

j j
p P j

p c p
 

  . 

Твердження 3.1. Для мінімуму лінійної функції ( )L p  виду (2.1) на 

множині циклічних перестановок C
nP  справедлива наступна оцінка: 

 

1

min ( ) ( *)
C
n

k
i

p P i

L p L p 
 

  . 
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Доведення. якщо перестановка * np P , 

1

* arg min
n

n

i i
p P

i

p c p




  , 

складається з k  циклів, то для того щоб з *p  отримати циклічну 

перестановку, необхідно застосувати мінімум k  транспозицій суміжності 

«з'єднання» виду (2.12). 

Згідно леми 3.1 і 3.2 всі k  транспозицій суміжності будуть збільшувати 

значення цільової функції, але будь-яка rm r mc c   , , nr m J  бере участь в 

збільшенні тільки один раз. Отже, якщо будуть обрані k  мінімальних значень 

з усієї множини  , то їх сума буде мінімальним значенням, на яке необхідно 

буде збільшити * np P . Це доводить справедливість оцінки. 

 

3.2 Оптимізація лінійної функції на циклічних перестановках без 

додаткових обмежень 

 

3.2.1 Реалізація методу гілок та меж 

 

Для отримання точного розв’язку задачі (2.1) – (2.2) застосуємо метод 

гілок та меж. Основними складовими стратегії методу гілок та меж є правило 

розгалуження і правило вибору [22]. 

При розв’язанні задачі (2.1) – (2.2) розгалуження на кожному кроці 

алгоритму, тобто генерація дочірніх вершин, заснована на фіксації різних 

породжуючих елементів з числа ще не зайнятих щодо i –ого коефіцієнта 
ic  

цільової функції ( )L x , який відповідає даному рівню дерева. 

Побудова оцінки для кожної вершини складається з двох етапів. 

Перший етап – підрахунок результату множення уже зафіксованих 

породжуючих елементів на відповідні коефіцієнти вихідної функції 

 

1
1

( )
i

k

l i
i

L x a c



   , 
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де 
ic  – коефіцієнти ( )L x , 

il
a  – такі що 1 2( , ,..., ) C

n nx x x x P  , 
jj lx a , 

1,...,j k , k n  елементи 
1 2

( , ,..., )
k

k
l l ly a a a . 

При цьому використовуються всі вершини, для яких дана вершина є 

дочірньою. Другий етап – підрахунок залишку. Вільні породжуючі елементи 

перемножуються з рештою коефіцієнтів вихідної функції згідно з правилом 

пошуку мінімуму лінійної функції на множині nP  

 

2( )
i

n

l i
i k

L x a c



  , 

 

де 
ic  – коефіцієнти ( )L x , 

il
a  такі що 1 2( , ,..., ) C

n nx x x x P  , 
jj lx a , 

1,...,j k n  , k n , причому 
1 2 ...k k nс с с    , 

1
...

k k nl l la a a


    

Таким чином, оцінка вершини 

 

1 2( ) ( ) ( )EL x L x L x  . 

 

При побудові дочірніх вершин новий елемент не повинен утворювати 

циклу довжини менше n , в тому числі нерухомої точки – циклу довжини 1. 

Щоб циклів не виникало, перевіряються сформульовані в 2.2.1 умови. 

Після отримання будь-якого проміжного розв’язку задачі (рекорду) 

відбувається перевірка, чи є поточний розв’язок задачі (значення рекорду) 

оптимальним. Якщо існує хоча б одна "висяча" вершина, тобто вершина, що 

не породила ще дочірніх, з кращою оцінкою, то вона приймається як поточна 

і алгоритм продовжує побудову дерева. Робота алгоритму закінчується, якщо 

отриманий розв’язок (рекорд) для кінцевої вершини найкращій з наявних. 

За допомогою цього алгоритму можливо отримати точний розв’язок 

вихідної задачі. Але з огляду на те, що потужність множини циклічних 



93 

 

перестановок дорівнює ( 1)!n  , знаходження точного розв’язку стає важко 

здійсненним, а іноді і неможливим в кінцевих часових проміжках. 

Таким чином, актуальним стає питання про знаходження наближеного 

розв’язку або розв’язку із застосуванням евристики для задачі комбінаторної 

оптимізації в наведеній вище постановці. 

 

3.2.2 Комбінація методу гілок та меж і евристики 

 

Пошук розв’язку задачі із застосуванням евристики складається з двох 

етапів. Перший етап – побудова всіх часткових перестановок довжини k . В 

результаті цього виходить дерево часткових перестановок з k  рівнями, 

кожним листом якого є часткова перестановка ky . 

Потім на підставі заданого евристичного правила з усіх часткових 

перестановок вибирається деяка кількість «кращих», тобто перестановок з 

кращим значенням оцінки цільової функції. Евристичні правила можуть 

бути, наприклад, такими: 

1. вибір в якості «кращих» перших %p  перестановок c кращими 

значеннями оцінок; 

2. вибір всіх перестановок, оцінка яких відхиляється від optL  не більше 

ніж на задану величину q . 

min maxoptL L L   в залежності від вихідної задачі, де 
minL  і 

maxL  – 

відповідно мінімальна та максимальна оцінки, отримані для всіх розглянутих 

перестановок. 

3. Вибір всіх перестановок, оцінка яких відхиляється від optL  не 

більше ніж на задану частку 0 1v   від усього динамічного діапазону 

оцінок, тобто перестановок з оцінкою ( )L x  такий, що 

min max min( ) ( )L x L v L L    , де 
minL  і 

maxL  – відповідно мінімальна та 

максимальна оцінки, отримані для всіх розглянутих перестановок. 
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Всі перестановки, що не відповідають обраному правилу, 

виключаються з подальшого розгляду. 

Другий етап розв’язку полягає в тому, що для кожної із вершин дерева, 

що залишилися у розгляді, будуються дочірні вершини, на підставі 

тверджень 2.1 і 2.2. Таким чином, виходить дерево часткових перестановок 

довжини 1k  . З цих перестановок знову вибирається деяка кількість 

«кращих», а всі інші відкидаються. Процес триває, поки перестановки не 

досягнуть довжини n . Якщо в кінці ітерацій залишилося кілька 

перестановок, в якості кінцевого розв’язку вибирається перестановка з 

кращим значенням цільової функції. Якщо на певному етапі алгоритму 

залишиться лише одна перестановка, вона добудовується до довжини n  і 

вибирається в якості рішення. 

Таким чином, буде отримано деякий евристичний розв’язок задачі 

оптимізації лінійної функції на циклічних перестановках. Ступінь точності 

такого розв’язку залежить від розмірності задачі n ; рівня k , на якому 

відбувається зупинка (при k n  виходить точний розв’язок); евристичного 

правила вибору «кращих» перестановок і коефіцієнтів цільової функції. 

В рамках проведених досліджень, описані вище точні та евристичні 

методи були покладені в основу обчислювальної програми. Далі у розділі 5 

дисертаційної роботи наведено результати обчислювальних експериментів із 

використання даної програми для розв’язання до задач виду (2.1) – (2.2) і 

(2.4) – (2.5). 

 

3.2.3 Метод транспозицій суміжності 

 

Доведені, в пункті 2.4 твердження складають основу наступної 

стратегії розв’язання задач виду (2.1) – (2.2) і (2.4) – (2.5). 

1. Знаходження * np P , такого що, 

1

* arg min
n

n

i i
p P

i

p c p




  . 
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2. Якщо * C
np P  – розв’язок задачі (2.4) – (2.5) знайдено. Інакше, 

розбиття перестановки * np P , в твір циклів. Підрахунок k  – кількості 

циклів, з яких складається вихідна перестановка. 

3. Вибір з усіх можливих 1n   транспозицій суміжності виду (2.12), 

1k   транспозицію суміжності «з'єднання», таких щоб з їх допомогою можна 

було об'єднати всі k  циклів. 

4. Підрахунок кількості 
1
( )

k
M Р p 

  різних перестановок, які 

можна породити за допомогою композиції 
1k 
 1k   транспозиції 

суміжності, відповідно до твердження 2.7. 

5. Генерація перестановок, шляхом застосування до перестановки 

* np P  композиції 
1k 
, з огляду на співвідношення перетинаючихся і 

неперетинаючихся транспозицій суміжності в композиції, відповідно до 

твердження 2.7. 

6. Підрахунок значення функції цілі відповідно до леми 3.1 і 3.2 на 

всіх породжених в п.5 перестановках. Перестановка з мінімальним значенням 

цільової функції приймається як наближений розв’язок вихідної задачі. 

7. Оцінка отриманого розв’язку, заснована на твердженні 3.1. 

В рамках проведених досліджень, описані вище кроки були покладені в 

основу обчислювальної програми. Далі у розділі 5 дисертаційної роботи 

наведено результати обчислювальних експериментів із використання даної 

програми для розв’язання до задач виду (2.1) – (2.2) і (2.4) – (2.5). 

 

3.3 Розв’язання задач оптимізації лінійної функції з лінійними 

обмеженнями на множині циклічних перестановок 

 

Для розв’язання задач оптимізації виду (2.6) – (2.8), (2.9) – (2.11) і 

(2.13) – (2.16) на множині циклічних перестановок пропонується метод, 

заснований на ідеології випадкового пошуку, використанні властивостей 
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циклічних перестановок і аналітичному розвязку систем лінійних 

нерівностей як обмежень на змінні. 

 

3.3.1 Метод на основі випадкового пошуку 

 

Підхід на основі випадкового пошуку з використанням аналітичного 

розвязку систем лінійних нерівностей як обмежень на змінні раніше було 

застосовано для розв’язання задачі оптимізації лінійної функції на множині 

перестановок nP  з лінійними обмеженнями в [225]. 

Здійснимо модифікацію цього підходу для розв’язання задачі виду (2.6) 

– (2.8), (2.9) – (2.11) і (2.13) – (2.16) на циклічних перестановках. 

Розглянемо загальну стратегію розв’язання задачі [228]. Дотримуючись 

ідеології випадкового пошуку, задамо кілька серій випробувань M , і 

кількість випробувань в кожній серії m . 

У кожному випробуванні в рамках однієї серії знаходиться розв’язок 

системи лінійних обмежень-нерівностей. Згідно [234], загальна формула 

невід'ємних розв'язків системи (2.14) – (2.15) визначається виразом 

 

1 2
1 2

1 2
1 1 2 1 1

...

...

l
l

l
N N l N

z z z
z

z z z

  

    

  


  
, 

 

де 1 2, ,..., lz z z  – знайдені фундаментальні розв’язки наступної 

допоміжної системи лінійних нерівностей 

0 0
1 0

0

n

i

W x v x

x


  


 

,     (3.1) 

де 1 2
1 1 1, ,..., l

n n nz z z    – їх останні координати, 
1 2, ,..., l    – довільні 

дійсні числа, що задовольняють умові 

 

1 2
1 1 2 1 1... 0l

n n l nz z z        . 
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Далі випадковим чином генеруються значення дійсних чисел 

1 2, ,..., l   , що задовольняють умові 1 2
1 1 2 1 1... 0l

n n l nz z z        . 

Виходячи з написаного вище, отримаємо ( )z i  – розв’язок, який задовольняє 

системі (3.1). Знайдемо точку множини C
nE , найближчу до отриманого 

розв’язку ( )z i . Для цього визначимо 

 

2
arg min ( )

C
n

i
x E

x x z i


  ,     (3.2) 

 

якщо C
i nx E  не задовольняє системі нерівностей (3.1), переходимо до 

наступного випробування. 

В іншому випадку 
ix  порівнюється з попередніми наближеннями до 

розв’язку задачі (2.13) – (2.16) і в разі, якщо в точці 
ix  функція цілі приймає 

значення краще, ніж в попередніх випробуваннях, вважаємо 
ix  новим 

наближенням до розв’язку задачі (2.13) – (2.16). 

Позначимо 
ix x . Будемо важати x  поточним наближенням до 

розв’язку, а 

1

( )
n

i i
i

L x с x



  – верхньої оцінкою розв’язку задачі (2.13) – (2.16). 

Додамо до системи (2.16) лінійну нерівність: 

 

1 1 2 2 ... n nс x с x с x d    ,    (3.3) 

 

де 

1

n

i i
i

d с x



 . 

В результаті отримаємо систему лінійних нерівностей 
1 1W x v . 

Знайдемо в системі 
1 1W x v  нерівність з такою ж, як в (3.3) лівою частиною: 
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1 1 2 2 ... n nс x с x с x d    . Порівняємо d  і d . Якщо d d , замінимо в 

системі 
1 1W x v  нерівність новою нерівністю (3.3). Це призведе до 

скорочення області, описуваної системою нерівностей. Позначимо d d . 

Продовжимо процес розв’зання. 

 

3.3.2 Розв’язання допоміжної задачі на множині циклічних 

перестановок 

 

Розглянемо розв’язання допоміжної задачі (3.2). 

Для множини перестановок розв’язання даної задачі зводиться до 

знаходження безумовного мінімуму лінійної функції і має наступний вигляд 

[26–27, 228]: 

 

* * * *
1 2

1

( , ,..., ) arg min
n

n

n j j
x E j

x x x x c x
 

   ,    (3.4) 

 

де 
1

jc R , 
nj J  , 

*

im ix a , 
ni J  , а послідовність 

1 2{ , ,..., }nm m m  така, 

що 
1 2

...
nm m mc c c   . 

Оскільки множина циклічних перестановок є підмножиною множини 

перестановок, то для будь-якого C
nx E  задача (3.2) зводиться до оптимізації 

лінійної функції. 

Для множини C
nE  задача знаходження 

1

min ( )
C
n

n

j j
x E j

x z i
 

 
 
 
 
  не може бути 

розв’язана на основі впорядкування елементів, і для її розв’язання можна 

використовувати точні, наближені та евристичні методи, описані в даній 

роботі у підрозділі 3.2. 
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За допомогою методу гілок та меж можливе отримання точного 

розв’язку задачі. Але так як при розв’язанні задачі (2.13) – (2.16) допоміжну 

задачу необхідно розв’язувати багато раз в рамках кожної серії 

експериментів, для економії обчислювальних ресурсів пропонується 

використання евристичного підходу, який використовує деякі кроки методу 

гілок та меж або наближеного методу на основі транспозицій суміжності. 

 

3.3.3 Використання розпаралелювання в методах оптимізації на 

циклічних перестановках 

 

Описана стратегія оптимізації лінійної функції з лінійними 

обмеженнями на множині циклічних перестановок добре працює для 

розв’язання задач малих розмірностей. Але з ростом розмірності n  вихідної 

задачі, спостерігаються значні витрати часу, необхідні для розв’язання. 

Особливості прийнятої стратегії розв’язок задачі дають можливість виконати 

розпаралелювання обчислень. 

При розв’язанні задачі (2.13) – (2.16) обчислення можна прискорити 

шляхом паралельного розв’язку допоміжних задач виду (3.2) для випадково 

згенерованих точок в рамках кожної серії випробувань. Кількість 

випробувань m  в кожній серії можна вибрати пропорційною до кількості 

процесорів. 

Таким чином, стратегія розв’язання задачі (2.13) – (2.16) з 

використанням паралельних обчислень виглядає наступним чином: 

1. Побудова симплекса, що містить в собі перестановочний 

багатогранник. 

2. Формування системи обмежень, з урахуванням вихідних даних. 

3. Одночасна генерація кількох точок всередині області рішень. 

4. Паралельне знаходження для кожної згенерованної точки 

найближчої вершини перестановочного багатогранника за допомогою методу 

гілок та меж. 
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5. Вибір з отриманих розв’язків найкращого, оновлення системи 

обмежень. 

При оцінці ефективності паралельних обчислень використовують 

закони Амдала і Густафсона, для того щоб розрахувати максимальне 

можливе прискорення паралельного виконання програми в порівнянні з 

послідовним [235]. 

Розглянемо S – прискорення, яке може бути отримано на комп'ютері 

при даних значеннях. Для прискорення, відповідно до закону Амдала, існує 

наступна оцінка: 

 

1

(1 )
S

f
f

p





, 

 

де f  – частка операцій, які потрібно виконати послідовно, p  – число 

процесорів. 

Так само можна розраховувати f  у відсотках, як кількість серійного 

коду, яке може бути виконана паралельно. У такому випадку оцінка S  може 

бути не настільки точна, але її розрахунок зазнає суттєвого спрощення. 

Аналіз запропонованої стратегії розв’язання показує, що при 

використанні паралельних обчислень частка серійного коду, який необхідно 

виконати послідовно, становитиме приблизно 75%. 

Тоді прискорення S  можна оцінити таким чином: 

 

1 1
1,23

(1 0,75) 0,75 0,0625
0,75

4

S   
 



. 

В рамках проведених досліджень, описані вище принцип паралельного 

обчислення був реалізован в рамках обчислювальної програми. Далі у розділі 

5 дисертаційної роботи наведено результати обчислювальних експериментів 
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із використання даної програми для розв’язання до задач виду (2.4) – (2.5) і 

(2.13) – (2.16). 

 

3.3.4 Розв’язання допоміжної задачі на множині циклічних 

перестановок з використанням транспозицій суміжності 

 

Використання методу гілок та меж для допоміжної задачі має свої 

недоліки. Даний метод істотно залежить від вхідних даних і при розв’язанні 

задач розмірності більше 20 вимагає задіяння суттевих обчислювальних 

ресурсів. 

У пункті 3.2.3 даної роботи для розв’язання допоміжної задачі виду 

(3.2) була запропонована стратегія на основі властивостей транспозицій виду 

(2.12). Даний алгоритм дозволяє отримувати наближений розв’язок задачі, 

але при цьому не вимагає істотних обчислювальних ресурсів. 

Для цього знаходимо перестановку *
np P , таку що 

*

1

arg min
n

n

j j
p P

j

p с p




  . Тоді, якщо * C
np P , то розв’язок задачі (3.2) знайдено. В 

іншому випадку – необхідно розбиття даної перестановки в твір циклів. Для 

цього проводиться підрахунок кількості циклів k , з яких складається вхідна 

перестановка. Далі вибираються з усіх можливих 1n   транспозицій виду 

(2.12), 1k   транспозиція «з'єднання», таких щоб з їх допомогою можна було 

об'єднати всі k  циклів. 

Підрахунок різних перестановок, які можна породити за допомогою 

даних транспозицій, шляхом застосування до перестановки *
np P  обраних 

транспозицій, враховуючи співвідношення тих що перетинаються та тих що 

не перетинаються. Далі відбувається генерація перестановок і підрахунок 

значення функції цілі. Як наближений розв’язок вихідної задачі приймається 

перестановка з мінімальним значенням цільової функції. В якості останнього 

етапу розв’язку вихідної задачі здійснюється оцінка отриманого розв’язку. В 
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рамках проведених досліджень, описані вище принцип розв’язання 

допоміжної задачі був реалізован в рамках обчислювальної програми. Далі у 

розділі 5 дисертаційної роботи наведено результати обчислювальних 

експериментів із використання даної програми для розв’язання до задач виду 

(2.13) – (2.16). 

 

3.4 Генерація циклічних перестановок за допомогою транспозицій 

 

3.4.1 Генерація суміжних циклічних перестановок за допомогою двох 

транспозицій 

 

У ряді математичних моделей при розв’язані деяких комбінаторних 

задач можуть знадобитися усі циклічні перестановки, породжені деякою 

множиною. Ґрунтуючись на досліджених властивостях циклічних 

перестановок і на доведених в розділі 2 твердженнях можно здійснювати 

генерацію всіх циклічних перестановок, які знаходться від стартової на 

відстані двократного застосування транспозиції суміжності. 

Розглянемо наступну задачу: для циклічної перестановки C
np P  

необхідно здійснити генерацію всіх циклічних перестановок, послідовно 

застосовуючи усі можливі композиції з двох транспозицій суміжності виду 

(2.12). Необхідно розглянути всі можливі варіанти комбінацій елементів в 

транспозиціях, не використовуючі ті комбінації елементів та композиції 

транспозицій, що призводять до однакових результатів, тобто уникаючи 

надмірності. 

Розв’язання даної задачі може бути засновано на доведених 

твердженнях. Для цього необхідно розглянути всі пари елементів ,i j , такі що 

{3,..., 1}i n  , {1,... 2}j i  . Це дозволяє виключити з розгляду випадки 

надмірності дослідження перестановки, тобто, якщо відомий тип 

перестановки для пари ,i j , то пара ,j i  розглядатися не буде. 
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Після дослідження всіх наборів елементів ,i j , {3,..., 1}i n  , 

{1,... 2}j i   можна вказати кількість різних перестановок, які можуть бути 

згенеровані за допомогою двох транспозицій для даної вихідної 

перестановки. Вона дорівнює кількості пар елементів, для яких тип 

перестановки I або II, плюс 2n   перестановки, отриманих з вихідної шляхом 

двох транспозицій, що перетинаються, відповідно до твердження 2.5. 

Генерація перестановок у околі стартової складається з наступних 

кроків: 

Крок 1. Зовнішній цикл з лічильником 3,..., 1i n  , вкладений цикл з 

лічильником 1,..., 2j i  . При кожному повторенні циклу відбувається 

аналіз відповідної пари ,i j  для знаходження пар типу I і II. 

При виявлені пари відповідного типу проводиться генерація циклічної 

перестановки за допомогою двох транспозицій суміжності: i  і j , і запис 

отриманої перестановки в масив результатів. 

Крок 2. Один цикл з лічильником 1,..., 1i n  , 1j i  . Для кожної 

пари ,i j  здійснюється генерація двох перестановок шляхом застосування 

транспозицій суміжності i  і j  в різній послідовності. Отримані 

перестановки записуються в тимчасовий масив. Знаходження серед двох 

отриманих перестановок циклічної і її запис в масив результатів. Обнулення 

тимчасового масиву. 

 

3.4.2 Оцінка обчислювальної складності алгоритму генерації 

 

Для оцінки складності алгоритму необхідно проаналізувати всі пари 

елементів ,i j , {3,..., 1}i n  , {1,... 2}j i  і знайти ті з них, розташування яких 



104 

 

відповідає типу I і II. Всього пар елементів буде 
1

3

( 2)
n

i

i




 . Позначимо 

кількість пар типу I і II через 
1

3

, ( 2)
n

i

m m i




  . 

Тоді підсумкова кількість циклічних перестановок, які можуть бути 

отримані з вихідної за допомогою двох транспозицій суміжності дорівнює: 

( 2)n   перестановки, отримані в результаті двох транспозицій суміжності з 

використанням трьох елементів, плюс m  перестановок, отриманих в 

результаті двох транспозицій суміжності з використанням чотирьох різних 

елементів. 

Для того щоб згенерувати одну перестановку, необхідно зробити дві 

транспозиції сусідніх за значенням елементів, отже, кількість дій, необхідних 

для генерації всіх перестановок, потрібно помножити на два. 

Отже, кількість елементарних операцій, що здійснюються алгоритмом 

дорівнює: 2(( 2) )n m  ,  

де n  – розмірність задачі, m  – кількість пар елементів, послідовність 

росташування яких у стартовій перестановці відповідає типам I та II. 

 

Складність аналізу дорівнює 
1

3

( 2)
n

i

O i




 
 

 
 
 , а складність генерації 

2(( 2) )n m  . 

Складність алгоритму дорівнює: 
1

3

( 2)
n

i

O i




 
 

 
 
 +2(( 2) )n m  . 

 

3.5 Висновки по третьому розділу 

 

Пункт 3.1 присвячений властивостям транспозицій суміжності, а саме 

оцінці впливу транспозицій суміжності на значення функції при застосуванні 
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до аргументу лінійної функції. Доведені леми і твердження про оцінку 

мінімуму лінійної функції на циклічних перестановках. 

У пункті 3.2 описаний ряд методів, що дозволяють отримувати точний, 

наближений та евристичний розв’язок задачі оптимізації лінійної функції на 

циклічних перестановках. Для знаходження точного розв’язку даної задачі 

використовується класичний метод гілок та меж. Описано правило 

розгалужень і правило вибору. Але так як, потужність множини циклічних 

перестановок дорівнює ( 1)!n  , знаходження точного розв’язку на великих 

размірностях задачі стає важко здійсненним, а іноді і неможливим в кінцевих 

часових проміжках. 

Для цього в підпунктах 3.2.2 і 3.2.3 описані методи і стратегії 

знаходження наближеного розв’язку та розв’язку із застосуванням евристики 

для даної задачі комбінаторної оптимізації в наведеній вище постановці. 

В 3.2.2 пропонується модифікація методу гілок та меж з використанням 

евристики і пошуку в глибину. У роботі описаний ряд евристик, одна з яких 

була реалізована програмно і результати її застосування наведені в розділі 5. 

Основною перевагою запропонованого підходу до розв’язання задачі 

оптимізації лінійної функції на циклічних перестановках з використанням 

даної евристики є можливість балансування між точністю одержуваного 

розв’язку і часом роботи алгоритму, шляхом зміни величини k  – рівня 

розгалуження дерева на якому зупиняється застосування методу гілок та меж 

і починається застосування евристики. 

В 3.2.3 описана стратегія знаходження та оцінки наближеного 

розв’язку задач виду (2.1) – (2.2) і (2.4) – (2.5). Дана стратегія базується на 

використанні транспозицій суміжності, описаних в розділі 2. Знаходження 

наближеного розв’язку засноване на твердженнях, доведених в розділі 2, 

оцінка розв’язку проводиться на підставі тверджень, доведених в пункті 3.1. 

Дана стратегія була реалізована програмно, результати її застосування для 

розв’язання задачі оптимізації лінійної функції на множині циклічних 

перестановок наведені в розділі 5. 
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У пункті 3.3 наведені методи розв'язання задачі оптимізації лінійної 

функції з додатковими лінійними обмеженнями на множині циклічних 

перестановок. Для розв’язання цієї задачі пропонується метод, заснований на 

ідеології випадкового пошуку, використанні властивостей циклічних 

перестановок і аналітичному розв’язані систем лінійних нерівностей як 

обмежень на змінні. 

При розв’язанні даної задачі, на одному з етапів, існує необхідність в 

багаторазовому розв’язанні допоміжної задачі оптимізації по знаходженню 

безумовного мінімуму лінійної функції виду (3.4). Для розв’язання 

допоміжної задачі можна використовувати методи, описані в пункті 3.2. 

Перевагою описаної стратегії розв’язання задачі є можливість виконати 

розпаралелювання обчислень. При розв’язанні задачі оптимізації лінійної 

функції з додатковими лінійними обмеженнями на множині циклічних 

перестановок обчислення можна прискорити шляхом паралельного 

розв’язання допоміжних задач по знаходженню безумовного мінімуму 

лінійної функції. Для оцінки ефективності паралельних обчислень за законом 

Амдала розраховане максимально можливе прискорення паралельного 

виконання програми в порівнянні з послідовним. 

У пункті 3.5 описаний алгоритм генерації циклічних перестановок з 

деякої циклічної перестановки C
np P  за допомогою двох транспозицій 

суміжності, заснований на твердженнях з розділу 2. Оцінено складність 

отриманого алгоритму. 

Результати розділу опубліковано в роботах[1, 5, 7, 10–11, 13, 17, 19]. 
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РОЗДІЛ 4      

 ЗАСТОСУВАННЯ ПРИ РОЗВ’ЯЗАННІ ПРАКТИЧНИХ ЗАДАЧ 

 

Даний розділ присвячений застосуванню циклічних перестановок в 

методах комбінаторної оптимізації на основі теорії циклічних трансферів. В 

рамках розділу розглядається застосування циклічних перестановок для 

формування циклічних трансферів від’ємної вартості. Наведена загальна 

стратегія розв’язання задач комбінаторної оптимізації на вхідних даних, 

щодо яких застосовується кластеризація. Наведено приклад застосування 

загальної стратегії покращення розв’язків задач комбінаторної оптимізації за 

допомогою теорій циклічних трансферів для задачі транспортної 

маршрутизації. А саме до задачі доставки вантажів від багатьох відправників 

багатьом отримувачам, з додатковими обмеженнями на завантаження 

транспортних засобів. 

Результати розділу опубліковано в роботах[8–9, 20]. 

 

4.1 Циклічні перестановки в методах комбінаторної оптимізації на 

основі циклічних трансферів 

 

Циклічні перестановки, завдяки своїм властивостям знайшли 

застосування в теорії циклічних трансферів при розв’язанні різних класів 

задач комбінаторної оптимізації. Дамо огляд основних, необхідних для 

подальшого викладу, результатів з теорії циклічних трансферів, відповідно 

до робіт Thompson, Orlin і Thompson, Psaraftis [94, 165]. Використання 

циклічних трансферів найбільш ефективне при розв’язанні задач 

комбінаторної оптимізації з деякими загальними характеристиками. Це задачі 

у яких для отримання розв’язку може бути використане розбиття 

комбінаторної множини на кластери, що не перетинаються, і для отримання 

розв’язків на цих кластерах використовуються наближені методи або методи 

на основі евристик. В таких випадках циклічні транфери використовуються 
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для отримання кращіх розв’язків у деякому околі стартового розв’язку. 

Розглянемо докладніше стадії отримання розв’язку в методах комбінаторної 

оптимізації за допомогою циклічних трансферів. Перша стадія – це початкове 

розбиття комбинаторної множини на кластери, що не перетинаються [236], 

для пошуку стартового розв’язку задачі комбінаторної оптимізації. 

Початкове розбиття може визначатися в залежності від обмежень задачі, 

наприклад, від кількості транспортних засобів в задачах маршрутизації VRP 

або PDP. Ефективність стартового розв’язку оцінюється за допомогою 

цільової функції задачі комбінаторної оптимізації. В рамках теорії циклічних 

трансферів в якості показника ефективності розглядається вартість розв’язку, 

яка мінімізується. Друга стадія – використання циклічних трансферів з метою 

поліпшення стартового розв’язку. Циклічний трансфер – це циклічна 

перестановка деяких обраних елементів між кластерами, якнаведено на рис. 

4.1. 

 

 

Рисунок 4.1. Загальна схема застосування циклічних трансферів 
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Нетривіальною задачею є вибір елементів кластерів, які будуть 

елементами циклічної перестановки (формування циклічного трансферу). 

Різниця між ефективністю стартового розв’язку і ефективністю розв’язку, 

отриманого після застосування циклічного трансферу, називається вартістю 

циклічного трансферу. Якщо новий розв’язок має меншу вартість, то 

трансфер, за допомогою якого він був отриманий, називають циклічним 

трансфером від’ємної вартості. Застосування циклічного трансферу від’ємної 

вартості відповідає переміщенню елементів між кластерами, що, в свою 

чергу, призводить до поліпшення стартового розв’язку. Thompson і Orlin 

[165] розробили загальний метод пошуку в околі за допомогою циклічних 

трансферів. Він заснований на заміні пошуку циклічного трансферу від’ємної 

вартості на пошук допустимого циклу від’ємної вартості в допоміжному 

графі [94]. Допоміжний граф формується з елементів вихідних даних, які 

утворюють вершини графа. Ребра допоміжного графа з'єднують вершини, 

відповідні елементам, що належать різним кластерам в початковому розбитті. 

Вартість кожного ребра графа ( , )i j  визначається зміною вартості розв’язку 

при видаленні елемента i  з відповідного кластера і додаванні в цей кластер 

елемента j . Допустимий цикл від’ємної вартості, знайдений в допоміжному 

графі, відповідає переходу від поточного рішення до сусіднього рішенням. 

Вартість циклічного трансферу дорівнює вартості відповідного допустимого 

циклу в допоміжному графі. У деяких випадках оцінити вартість ребер і 

циклів в допоміжному графі, і як наслідок, вартість відповідних циклічних 

трансферів, неможливо. 

У випадках, коли знаходження циклічного трансферу від’ємної 

вартості за допомогою допоміжного графа неможливо, пропонується 

альтернативний підхід. Альтернативна побудова циклічних трансферів 

ґрунтується не на використанні допоміжного графа, а на використанні 

множини циклічних перестановок і його властивостей для отримання 

циклічних трансферів від’ємної вартості. Циклічні трансфери від’ємної 
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вартості, побудовані на базі циклічних перестановок, дають можливість 

знаходження кращого розв’язку в деякому околі стартового рішення. 

 

4.1.1 Застосування циклічних перестановок для формування циклічних 

трансферів 

 

Опишемо основну ідею альтернативної побудови циклічних 

трансферів для використання у розв’язанні різних класів задач комбінаторної 

оптимізації. На підставі попереднього аналізу даних вхідної задачі в кожному 

з визначених кластерів вибирають по одному елементу для переміщення в 

інші кластери. Вибрані елементи кластерів будуть породжуючими 

елементами множини циклічних перестановок. Кожна циклічна перестановка 

відповідає циклічному трансферу. Множина циклічних перестановок описує 

всі можливі циклічні трансфери для обраних елементів. 

Отримані циклічні трансфери застосовуються до початкового 

розбиття на кластери. В околі стартового розв’язку отримуємо новий 

розв’язок вихідної задачі для кожного циклічного трансферу. 

Задача розв’язується для нового розбиття на кластери. Після цього 

оцінюється зміна вартості рішення в бік збільшення або зменшення. Таким 

чином, отримуємо множину нових розв’язків. Кількість цих розв’язків 

відповідає потужності множини циклічних перестановок. На кожному кроці 

ітераційного процесу з нових розв’язків вибирається краще. Воно 

приймається в якості стартового розбиття для наступного кроку ітераційного 

процесу. Зупинка процесу відбувається відповідно до критерію, наприклад, 

обмеження на час роботи алгоритму, досягнення певної точності рішення, 

досягнення певної ефективності. 

 

4.1.2 Стратегія розв'язання задачі за допомогою циклічних трансферів 

 

Розглянемо задачу комбінаторної оптимізації 
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( ) min
x D E

F x
 

 ,     (4.1) 

де E  – комбінаторна множина в деякому комбінаторному просторі Y , 

1 2( , ,..., )kx x x x E  , 
1:F E R , а множина D  формується за допомогою 

системи обмежень на змінні x E . 

Для розв’язання задачі (4.1) можна застосувати стратегію з 

використанням циклічних трансферів. Множина i

i

E E , iE E , 

{1,2,..., }ni J n  , де i jE E  , для ni j J  . 

Сформуємо множину 1 2{ , ,..., }nA a a a , i ia E , ni J . Використаємо 

множину А  в якості множини породжуючих елементів для множини 

циклічних перестановок ( )C
nP A , C

i np P , 
1 2

( , ,..., )
ni i i ip a a a , де 1 2( , ,..., )ni i i  – 

впорядкування індексів множини nJ . 

На першому етапі розв’язання задачі формується початкове розбиття 

множини E  на кластери 
0 0

iE E . Нехай отримано допустимий стартовий 

розв’язок 
0x  задачі (4.1) за умови початкового розбиття 

0E . Оцінка 

ефективності розв’язку дорівнює 0 0( )F x E . 

Далі формуємо множину породжуючих елементів 0
1 2{ , ,..., }nA a a a  

для множини циклічних перестановок ( )C
nP A , таку що 0

i ia E , ni J . Вибір 

елементів множини 
0A  залежить від особливостей задачі (4.1). Деякі 

евристичні правила для вибору елементів множини 
0A  пропонуються і 

обговорюються в підпункті 4.1.3 для задачі One–to–One PDP з 3D 

обмеженнями на завантаження. Кожен елемент множини 0( )C
i np P A  – це 

одна циклічна перестановка, яка описує, які елементи і між якими кластерами 

будуть переміщені в стартовому розбитті. 
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Після застосування циклічної перестановки C
i np P  до стартового 

розбиття 
0E , отримуємо розбиття 1( )iE p . Задача (4.1) набуває виду 

1( | ( )) mini
x D E

F x E p
 

 .    (4.2) 

Задача (4.2) розв’язуеться відповідним методом комбінаторної 

оптимізації, наприклад, з [115]. Процес зміни стартового розбиття і розв’язку 

задачі (4.2) з використанням циклічних перестановок на новому розбитті 

може бути повторений. 

Для того щоб знайти циклічну перестановку ip  з множини ( )C
nP A , таку 

що відповідний циклічний трансфер забезпечить оптимізацію розв’язку, 

знайденого на розбитті 1( )iE p , сформулюємо задачу комбінаторної 

оптимізації на циклічних перестановках 

0

1

( )
( | ( )) min

C
i n

i
p P A

F x E p


 .    (4.3) 

Розв’язок задачі (4.3) заснований на властивостях множини циклічних 

перестановок, які були вивчені в [3, 6, 121]. Методи розв’язання задачі (4.3) 

досліджені в [1, 5, 7] для лінійної функції 1( | ( ))iF x E p . 

На k –ому кроці процедури буде розв’язуватись задача комбінаторної 

оптимізації 

*( | ( )) mink
i

x D E
F x E p

 
 ,    (4.4) 

де *
ip  це розв’язок задачі 

1( )
( | ( )) min

C k
i n

k
i

p P A
F x E p


 , 

1,2,...,k M , де M  – задано заздалегідь, ґрунтуючись на кількості 

кластерів n  і потужності множини вхідних даних задачі. 

Розв’язок задачі (4.4) залежить від особливостей і властивостей задачі 

(4.2) і властивостей множини циклічних перестановок, які були досліджені в 

роботах [1–7]. У разі, якщо функція ( ( ))jF x E p  – лінійна, в роботах [1, 5, 7] 
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описані і реалізовані методи пошуку точного, наближеного і евристичного 

розв’язку задачі (4.4). Для розв’язання задачі (4.4) з лінійною функцією цілі 

пропонується використовувати метод гілок та меж і його модифікації, 

випадковий пошук, і його модифікацію на основі властивостей циклічних 

перестановок. 

Запропонована модифікація стратегії Thompson і Orlin є досить 

загальною, особливості її імплементації для конкретної задачі комбінаторної 

оптимізації залежать від особливостей розв'язуваної задачі в конкретній 

предметній області. У класі задач комбінаторної оптимізації на кластерних 

даних, розглянемо задачу One–to–One PDP з 3D обмеженнями на 

завантаження для демонстрації ефективності стратегії поліпшення розв’язку 

задачі за допомогою циклічних трансферів. 

 

4.1.3 Підвищення ефективності розв’язання задачі PDP за допомогою 

циклічних трансферів 

 

Математична модель задачі One-to-One PDP с 3D обмеженнями на 

завантаження може бути описана таким чином [8, 9, 140, 156]: 

 

min ( )
U W

U


,         (4.5) 

де 

2 1

1 1 2
1 1

( ) (0, ) ( , ) ( ,2 1)
j

j

nN
j j j j

k k n
j k

U c i c i i c i n




 

 
    
 
 

  , 

W  – це допустима область, визначена наступною системою обмежень: 

1

( ) ( )
s

j j
jk k

k

Q i f i Q



  , 2 jns J  , Nj J ,      (4.6) 

( , , , ) 0
j j j j j

i iik k ku u v v  , , ni k J , i k , 0 ( , ) 0
j j j
k k ku v  , nk J , Nj J . (4.7) 
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У задачі (4.5) – (4.7) 1(0, )
j

с i  позначає відстань між депо (фіктивна 

вершина 0) і першою вершиною в маршруті транспортного засобу j , 

2
( ,2 1)

j

j
n

c i n   позначає відстань між останньою вершиною в маршруті 

транспортного засобу і депо (фіктивна вершина 2 1n  ). Фіктивні вершини 0 і 

2 1n   відповідають одному і тому ж депо; в (4.6) ( )
j

kQ i  – поточне 

завантаження транспортного засобу j  в момент прибуття в вершину 
j

ki , 

2 jnk J ; ( ) j
k

j
k i

f i q , якщо 
j

ki n , тобто вершина 
j

ki  – це пункт відправки; 

( ) j
k

j
k i

f i q  , якщо 
j

ki n , тобто вершина 
j

ki  – це пункт доставки; jQ  – 

вантажопідйомність транспортного засобу j ; в (4.7) ( , , , )
j j j j j

i iik k ku u v v  – це 

 -функція, що використовується для описання відсутності перетину 

вантажу ( , )
j j

i i iu v  і вантажу ( , )
j j

k k ku v ; 0 ( , )
j j j
k k ku v  –  -функція що описує 

розташування вантажу ( , )
j j

k k ku v  всередині вантажного відсіку 0( )
j

j u  

транспортного засобу j . Нерівність ( , , , ) 0
j j j j j

i iik k ku u v v   забезпечує 

відсутність перетину вантажів ( , )
j j

i i iu v  і ( , )
j j

k k ku v  для ni k J  , Nj J . 

Нерівність 0 ( , ) 0
j j j
k k ku v   забезпечує розташування кожного вантажу 

( , )
j j

k k ku v  повністю всередині вантажного відсіку 0( )
j

j u  транспортного 

засобу для nk J , Nj J . 

У работах [140, 156] пропонується стратегія розв’язання задачі (4.5) – 

(4.7) One–to–One PDP з 3D обмеженнями на завантаження, що складається з 

двох взаємопов'язаних стадій. Перша стадія складається з двох рівнів: 

кластеризація множини точок відправки-доставки відповідно до множини 

транспортних засобів (верхній рівень), розв’язання задачі PDP з 3D 
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обмеженнями на завантаження для кожного транспортного засобу в 

відповідному кластері (нижній рівень). На другій стадії, розв’язання, 

знайдене на першій стадії, покращується за допомогою підходу, заснованого 

на теорії циклічних трансферів. На другій стадії використовуються циклічні 

перестановки. 

Верхній рівень – кластеризація множини пунктів відправки-доставки 

відповідно до множини транспортних засобів. На верхньому рівні множина 

C  розділяється на N  кластерів 1 2, ,..., NC C C  c допомогою алгоритму k –

середніх [236]. 

Кожен кластер jC  складається з пар ( , )i ip d  які будуть обслужені 

транспортним засобом j . Для того щоб сформувати кластери jC , Nj J , 

кожна пара пунктів ( , )i ip d  замінюється на одну точку ( , )
i ii k kk x y , Яка є 

серединою відрізка між ( , )
i ii p pp x y  і ( , )

i ii d dd x y : 
2

i i

i

p d
k

x x
x


 , 

2

i i

i

p d
k

y y
y


 . Таким чином, кожній парі ( , )i ip d  кластера jC  відповідає 

точка ( , )
i ii k kk x y  для 1,..., ji n , Nj J . 

Нижній рівень – побудова маршруту найменшої вартості для кожного 

автомобіля с помощью евристики променевого пошуку на етапі розширення 

рекурсивного дерева. У работах [140, 156] було розроблене програмне 

забезпечення для отримання точного та еврістічного розв'язків задачі (4.5) – 

(4.7). 

Особливістю реалізації описаної дворівневої стратегії [140, 156] є вибір 

в якості методу кластеризації простого, але не завжди ефективного методу k–

середніх. Цей метод не завжди дозволяє отримати хороше розбиття на 

кластери. Тому джерелом покращення реалізованої стратегії розв’язання є 

використання інших методів і алгоритмів кластеризації, або покращення 

кластеризації, отриманої за допомогою методу k–середніх. 
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Застосуємо до досліджуваної задачі PDP запропоновану стратегію 

розв’язання задач комбінаторної оптимізації за допомогою циклічних 

трансферів. Позначимо E  – множину пар пунктів відправки і доставки в 

задачі PDP. Застосуємо підхід, заснований на використанні циклічних 

трансферів до задачі (4.5) – (4.7). 

Алгоритм складається з наступних кроків: 

Крок 1: Кластеризація множини E  пунктів відправлення і доставки за 

допомогою алгоритму k –середніх [220], 
0 0

iE E , 0
iE E , ni J . 

Крок 2: Отримання початкового розв’язку 
0x  c 0 0( )F x E , 

* 0 0( )F F x E , 
* 0x x . 

Крок 3: Приймаємо 0k  . 

Крок 4: Вибираємо пару пунктів відправки-доставки k k
i ia E , 

( , )k k k
i i ia p d  з кожного кластера k

iE E , ni J . 

Крок 5: Формуємо множину породжуючих елементів 

1 2{ , ,..., }k k k k
nA a a a  для циклічних перестановок ( )C k

nP A , k k
i ia E , ni J . 

Крок 6: Встановлюємо 1k k  . 

Крок 7: Вибираємо елемент 1( )C k
i np P A  . 

Крок 8: Для обраних пар пунктів відправки-доставки здійснюємо 

циклічний трансфер між кластерами, описуваний циклічної перестановкою 

ip  і отримуємо нове розбиття ( ) ( )k k
i i i

i

E p E p . 

Крок 9: Розв’язуемо задачу min ( | ( ))i
x D E

F x E p
 

, знаходимо ( )ix p . 

Крок 10: Якщо ( ( )) ( | )k k
iF x p F x E  то * ( ( ))iF F x p  і * ( )ix x p . 

Крок 11: Якщо дозволяють обчислювальні ресурси і не досягнуто 

критерію зупинки – перехід до кроку 6. В іншому випадку – перехід до кроку 

12. 
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Крок 12: Приймаємо 
*x , 

*F  в якості розв’язку задачі. 

Наведемо дві евристики для вибору пар відправки-доставки ( , )i ip d  з 

кластеру iС . 

Евристика 1. вибирається елемент ia  з множини породжуючих 

елементів А , такий що: 

* *( , ) argmax[ ( , ) ( , )]
j j

j j i j ii i
i

a p d g p g d    , 

де ( , )i i jp d C , {1,..., }ji n , max ( , )j ig d  

( , )x y  – евклідова відстань між двома точками 2,x y R , ( , )j j jg x y  – 

центр кластера jС , 

1

1
( )

jn
j j

j ix ix
j i

x p d
n



  , 

1

1
( )

jn
j j

j iy iy
j i

y p d
n



  , 

j jn CardC , Nj J , 

1

N

j
j

n n



 . 

Приклад вибору пари пуктів відправки-доставки згідно евристиці 

номер один, приведено на рис. 4.2. 

 

 

Рисунок 4.2. Вибір пари пунктів відповідно до евристики 1 
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Евристика 2. Евристика враховує відстань між пунктами відправлення-

доставки з різних кластерів jС , Nj J  і kC , Vk J , k j . Вибирається 

елемент ia  з множини породжуючих елементів А , такий що: 

 

* *
,

1

( , ) argmin[ ( , ) ( , )]
kn

j j j jk k
j l li ii i

i k
l

a p d p d   


   , 

 

де ( , )i i jp d C , {1,..., }ji n , k
l kC  , Vk J , k j . 

Нижче наведені результати обчислювальних експериментів з 

використанням другої евристики. 

Приклад вибору пари пуктів відправки-доставки згідно евристиці 

номер один, приведено на рис. 4.3. 

 

 

Рисунок 4.3. Вибір пари пунктів відповідно до евристики 2 
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4.2 Розв’язання задачі PDP з використанням циклічних трансферів 

 

Для покращення розв’язку задачі PDP алгоритм для зміни початкового 

розбиття вхідних даних в задачі PDP за допомогою циклічних трансферів був 

впроваджений в пакет програмного забезпечення, розроблений в [140, 156].  

Наведемо приклад роботи програмного пакета. Для прикладу обрана 

задача PDP з наступними вихідними даними: 15 пар точок відправки-

доставки повинні обслужити 3 транспортних засоби. Координати точок 

відправки, доставки і депо генеруються випадковим чином. Стартова 

кластеризація приведена на рис. 4.4. 

Разом із розв’язком задачі кластеризації відбувається вибір «гірших» 

представників в кожному кластері, згідно евристиці номер два, наведеної в 

підпункті 4.1.3. Ці пари точок відправки-доставки братимуть участь в 

циклічному трансфері. В даному випадку в якості «гірших» були обрані: в 

першому кластері (позначений білим кольором) пара точок (5; 20); у другому 

кластері (позначений зеленим кольором) пара точок (2; 17); в третьому 

кластері (позначений жовтим кольором) пара точок (14; 29). 

На заданій стартовій кластеризації розв’язується задача побудови 

маршруту, як було описано в роботі [140, 156]. Стартовий маршрут задачі 

PDP з евристичної процедурою перевірки тривимірних обмежень на 

завантаження наведено на рис. 4.5. 

Вартість стартового розв’язку задачі PDP при даній стартовій 

кластеризації і при побудованих маршрутах об'їзду точок відправки-доставки 

дорівнює 4862,798. 

Як вже було зазначено вище, в кожному кластері були обрані «гірші» 

представники, згідно евристиці. У програмний продукт була додана 

можливість здійснювати циклічну перестановку пар пунктів відправки-

доставки між кластерами. 
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Рисунок 4.4. Стартова кластеризація в задачі PDP 

 

 

Рисунок 4.5. Стартовий розв’язок задачі PDP 
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В даному випадку пара точок (5; 20) була переміщена з першого 

кластера в другій. Пара точок (2; 17) з другого кластера в третій. Пара точок 

(14; 29) з третього кластера в перший. Кластеризація після циклічного 

трансферу зображена на рис. 4.6. 

 

 

Рисунок 4.6. Кластеризація після застосування циклічного трансферу 

 

Пари точок відправки-доставки, що брали участь в циклічному 

трансфері обведені. Для даної кластеризації оптимальні маршрути розвезення 

вантажів для трьох транспортних засобів були розраховані знову. На рис. 4.7 

наведені побудовані маршрути. 

Вартість розв’язку задачі PDP після застосування циклічного 

трансферу дорівнює 4778,965. 
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Рисунок 4.7. Розв’язок задачі PDP після застосування циклічного трансферу 

 

Для покращення розв’язку задачі PDP за допомогою циклічних 

трансферів в програмний пакет з роботи [140, 156] були додані наступні 

функції: вибір елементів, які будуть переміщені між кластерами; генерація 

породжуючої множини для циклічних перестановок; послідовне 

застосування циклічних трансферів, відповідно до елементів множини 

циклічних перестановок; розв’язання задачі PDP на альтернативних 

розбиттях; знаходження кращого значення функції цілі на різних розбиттях. 

Проведено обчислювальні експерименти, які підтверджують ефективність 

запропонованого підходу. 

Експерименти були реалізовані для 3,4,5N   кластерів. Кількість пар 

відправки-доставки варіювався від 15 до 50. Для малої кількості пунктів і 

для 3,4N   кластерам, ширина пошукового променя – 5% у евристичному 

алгоритмі для нижнього рівня. Збільшення розмірності розв'язуваної задачі 
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призводить до різкого зростання навантаження на CPU, для компенсації якої 

ширина пошукового променя зменшена до 1%. 

У таблицях 4.1–4.3 наведені результати обчислювальних 

експериментів. Використовуються такі позначення: n – розмірність задачі, 

тобто кількість пар пунктів відправки-доставки; SR (success rate) – відсоток 

задач для яких застосування циклічних трансферів призвело до зменшення 

значення цільової функції; AVG (Cost) – середнє значення функції цілі, в 

рамках однієї розмірності в випадках коли застосування циклічних 

трансферів призвело до зменшення значення функції мети; AVG (Benefit) – 

середнє значення зменшення цільової функції; Benefit% – AVG (Benefit) в 

процентах по відношенню до AVG (Cost); RWB. – ширина променя пошуку. 

Таблиця 4.1 

Результати для 3N   кластерів 

n  SR AVG (Cost) AVG (Benefit) Benefit 

15 45% 5 084,549 306,270 6% 

20 40% 6095,300 529,092 8,6% 

30 55% 8057,091 583,622 7,2% 

40 60% 8885,765 434,511 4,8% 

 

Таблиця 4.2 

Результати для 4N   кластерів 

n  SR RWB AVG (Cost) AVG (Benefit) Benefit 

20 35% 5% 6 582,775 514,715 7,8% 

30 45% 5% 8 396,427 657,150 7,8% 

40 55% 1% 9 637,011 687,679 7,1% 

50 70% 1% 11 218,095 809,446 7,2% 
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Таблиця 4.3 

Результати для 5N   кластерів 

n  SR RWB AVG (Cost) AVG (Benefit) Benefit% 

40 60% 1% 10 540,754 887,174 8,4% 

50 70% 1% 11 905,301 1 067,554 9% 

 

Для задач розмірністю від 15 до 50 отримано покращення значення 

функції цілі на 5–9%. 

 

4.3 Висновки до четвертого розділу 

 

У розділі 4 описана загальна стратегія покращення розв’язків задач 

комбінаторної оптимізації на даних, що піддаються кластеризації, з 

використанням циклічних трансферів у випадках, коли неможливо 

побудувати допоміжний граф. Запропонований алгоритм використовує 

циклічні перестановки для формування циклічних трансферів і пошуку 

циклічного трансферу мінімальної вартості. Розроблена альтернативна 

стратегія формування циклічних трансферів від’ємної вартості, заснована на 

властивостях множини циклічних перестановок. Описано евристичні правила 

вибору елементів для переміщення між кластерами. В якості прикладу 

обрано задачу One–to–One PDP з 3D обмеженнями на завантаження. 

В рамках стратегії покращення розв’язків задачі PDP за допомогою 

циклічних трансферів пропонуються наступні процедури: вибір елементів, 

які будуть переміщені між кластерами; генерація породжуючої множини для 

циклічних перестановок; застосування циклічних трансферів, відповідно до 

елементів множини циклічних перестановок; розв’язок задачі PDP на 

альтернативних розбиттях; знаходження кращого значення функції цілі 

Підрозділ 4.2 присвячений покращенню розв’язку задачі One–to–One 

Pickup and Delivery Problem з 3D обмеженнями на завантаження з 

використанням комбінаторних конфігурацій замість булевих змінних, 
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використовуваних в більшості математичних моделей. Запропонований 

алгоритм дозволяє знаходити баланс між завантаженням CPU і якістю 

розв’язку. Зміна підходу до формування множини 
iF  і шляхи побудови 

гілок дерева розв’язків дозволяє легко адаптувати запропонований алгоритм 

для застосування у розв’язанні різних задач комбінаторної оптимізації. 

Запропонована стратегія реалізована для розв’язання задачі PDP. 

Результати обчислювальних експериментів підтвердили ефективність 

пропонованої стратегії. 

Результати розділу опубліковано в роботах[8–9, 20]. 
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РОЗДІЛ 5      

 ОБЧИСЛЮВАЛЬНІ ЕКСПЕРИМЕНТИ 

 

В даному розділі наведені результати роботи методів, описаних в 

розділі 3. Наведено результати обчислювальних експериментів, з різними 

вхідними даними. Наведені приклади точних, наближених і евристичних 

розв’язків задач комбінаторної оптимізації, описаних в розділі 2. Описано 

розв’язання задачі комбінаторної генерації підмножини множини 

перестановок на прикладі множини циклічних перестановок. 

 

5.1 Задача оптимізації на циклічних перестановках. Метод гілок та 

меж 

 

Розв’язання задачі (2.1) – (2.2), а саме оптимізація лінійних функцій на 

циклічних перестановках без обмежень методом гілок та меж і модифікацією 

методу з використанням евристики була реалізована програмно, проведені 

обчислювальні експерименти. 

Методом гілок та меж розв’язано по 20–25 задач розмірностей n  від 20 

до 40. У процесі розв’язання були колекціовані такі дані для подальшого 

аналізу: Т  – час роботи методу гілок та меж в мілісекундах, М – кількість 

вершин в побудованому дереві. Розглянемо приклад розв’язання задачі 

оптимізації лінійної функції: 1 2 3 4 5( ) 6.125 9 23 4.6 13L x x x x x x     , на 

множині циклічних перестановок, отриманих за допомогою породжуючої 

множини {1,2,4,7,9}A , наведений на рис 5.1. Коренем дерева у такому 

випадку буде перестановка * 1 2 4 7 9
min( ( ))

2 1 9 4 7
nx P

p L x


 
   

 
. Ця 

перестановка містить два цикли: 

1 2 4 7 9
1 2 4 7 9

2 1 9 4 7
2 1 9 4 7

 
   

        
   

 

. 
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Рисунок 5.1. Дерево розв’язків
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Було розгалужено гілку дерева розв’язків, яка відповідає підмножині 

перестановок с елементом (1) 2  . 

Отримана таким чином циклічна перестановка 

1

1 2 4 7 9

2 4 9 1 7

C
np P

 
  
 

, має значення функції цілі 245.15L   . Далі 

виконуємо дослідження дерева, на предмет наявності вершин, що не 

розгалужувалися, зі значенням функції цілі менше ніж 245.15L   . Така 

вершина є і вона відповідає підмножині перестановок с елементом (1) 4  . 

Розгалужуючи її отримаємо дерево розв’язків, що приведено на рис. 5.2. 

Отримана таким чином циклічна перестановка 

2

1 2 4 7 9

4 1 9 2 7

C
np P

 
  
 

 має значення функції цілі 255.3L   . Виконуємо 

дослідження дерева, на предмет наявності вершин, що не розгалужувалися, зі 

значенням функції цілі менше ніж 255.3L   . Так як таких вершин не 

знайдено, перестановка *
2 min( ( ))

C
nx P

p p L x


   приймається як розв’язок задачі. 

Результати роботи програми по знаходженню точного розв’язку 

вихідної задачі з різними коефіцієнтами цільової функції наведено в таблиці 

5.1, де n  – розмірність задач, ( )AVG T  – середній час роботи алгоритму для 

кожної розмірності, в секундах, ( )AVG М  – середня кількість побудованих 

вершин, ( )C
ncard P  – потужність множини циклічних перестановок для 

розмірності n , ( )card tree  – кількість вершин в повному дереві рішень для 

розмірності n . Коефіцієнти лінійних функції в експериментах генерувалися 

випадково в діапазоні [–30; 30]. 
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Рисунок 5.2. Дерево розв’язків після другого розгалуження 
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Таблиця 5.1 

Результати розв’язку задачі (2.1) – (2.2) методом гілок та меж 

n  ( )AVG T  ( )AVG М  ( )C
ncard P  ( )card tree  

( )

( )C
n

AVG М

card P
 

( )

( )

AVG М

card tree
 

20 3,32 825,9 1,2Е + 17 6,6Е + 18 6,80E–15 1,25E–16 

30 19,17 3665,2 8,84E + 30 7,20E + 32 4,15E–28 5,08E–30 

40 30,25 7659,2 2,04E + 46 2,22E + 48 3,75E–43 3,45E–45 

 

Необхідно відзначити що з ростом розмірності задачі зростання 

( )C
ncard P  і ( )card tree  експоненціальне. Завдяки коректно обраним правилам 

розгалуження і оцінки в методі гілок та меж для розв’язаня даної задачі, 

реальна кількість побудованих вершин на багато порядків менше. Це 

дозволяє отримувати точний розв’язок задачі навіть для розмірності 40n   за 

прийнятний час близько 30 секунд. В ході обчислювальних експериментів по 

застосуванню точного методу розв'язання задачі була виявлена значна 

залежність швидкості отримання розв’язку від коефіцієнтів цільової функції, 

зокрема, від їх дисперсії. При дисперсії коефіцієнтів ( ) 15iVar c   оцінки всіх 

вершин слабо відрізняються один від одного і для знаходження точного 

розв’язку алгоритму необхідно перебрати тим більше вершин, чим менше 

дисперсія. 

У подальших обчислювальних експериментах була перевірена 

ефективність запропонованої евристики з використанням методу гілок та 

меж. Для прикладу роботи евристичного алгоритму була розв’язана задача 

оптимізації лінійної функції: 

1 2 3 4 5 6 7 8( ) 9 8.4 7 5.95 3.8 11 4.5 1.1L x x x x x x x x x        , 

на множині циклічних перестановок, отриманих за допомогою 

породжуючої множини {1,2,3,4,5,6,7,8}A . За допомогою методу гілок та 

меж без використання евристики було знайдено точний розв’язок даної 
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задачі. Це перестановка 
*
1

1 2 3 4 5 6 7 8

2 3 4 5 8 1 6 7
p

 
  
 

, функція цілі у якій 

приймає значення *
1( ) 177.05L p  . Надалі будемо порівнювати наближений та 

евристичний розв’язки з *
1p . 

При отриманні евристичного розв’язку розгалуження дерева 

зупинялося на рівні 3k  , евристичне правило вибору складалося у виборі в 

якості «кращих» тих перестановок, оцінка яких перевищує мінімальну не 

більше, ніж на 10%v   від усього динамічного діапазону оцінок. Коренем 

дерева у такому випадку буде перестановка 

*
1

1 2 3 4 5 6 7 8
min( ( ))

2 3 4 5 7 1 6 8
nx P

p L x


 
   

 
. 

Ця перестановка містить два цикли 

1 2 3 4 5 7 6 8
1 2 3 4 5 6 7 8

2 3 4 5 7 1 6 8
2 3 4 5 7 6 1 8

 
   

          
   

 

. 

В процесі розв’язання до рівня 3k   було розгалужено гілку дерева 

розв’язків, яка відповідає підмножині перестановок с елементом (1) 2  . 

Отримане таким чином дерево розв’язків приведено на рис. 5.3. 

Далі застосуємо евристичне правило вибору «кращих» перестановок, 

оцінка яких перевищує мінімальну не більше, ніж на 10%v   від усього 

динамічного діапазону оцінок. На даному етапі динамічний діапазон оцінок 

дорівнює інтервалу [174.35;197.6]. Отримаємо: 174.35 197.6 *0.1 2.325  . 

Динамічний діапазон: ]1[ 77 6. .1 4 3 ; 6755 . На рис. 5.4 додатково виділені 

вершини дерева що не розгалужувалися та належать до отриманого 

діапазону. 
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Рисунок 5.3. Розгалуження дерева розв’язків до рівня 3k 
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Виконуємо аналіз дерева, на предмет наявності вершин, що не 

розгалужувалися, зі значенням функції цілі менше ніж 174.35L  . Таких 

вершин не знайдено, тому часткова перестановка 

1 2 3 4 5 6 7 8

2 3 4 ... ... ... ... ...

 
 
 

 приймається як стартова для добудови до 

розв’язку задачі, отриманого за допомогою евристики. Згідно до доведених 

тверджень, з часткової перестановки отримуємо таку циклічну перестановку 

*
2

1 2 3 4 5 6 7 8

2 3 4 5 7 1 8 6

C
np P

 
  
 

, яку приймаємо в якості евристичного 

розв’язку. Значення функції цілі для цієї перестановки дорівнює 

*
2( ) 181.15HL p  . Відносна похибка розв’язку отриманого за допомогою 

евристики становить 
* *
2 1

*
1

( ) ( )
20

( )
.03900HL p L p

L p


   . 

Для перевірки ефективності евристичного алгоритму було розв’язано 

ряд задач розмірністю n  від 20 до 40. Результати порівняння роботи програм 

наведено в таблиці 5.2. Для розрахунків були використані однакові 

обчислювальні потужності, тому коректним було також включати в 

порівняння час роботи програм. У таблиці 5.2 *( )EL x  – значення цільової 

функції при 
*x , де 

*x  – точний розв’язок, EM  –потужність множини 

побудованих вершин дерева в методі гілок та меж, ET – час знаходження 

точного рішення задачі. Крім цього, *( )HL x  – значення цільової функції при 

*x , де 
*x  – розв’язок, отриманий з застосуванням евристики, HM  – 

потужність множини побудованих вершин дерева при використанні 

евристики з використанням методу гілок та меж, HT  – час знаходження 

розв’язку задачі із застосуванням евристики, 
* *

*

( ) ( )

( )

H E

E

L x L x

L x


   – відносна 

похибка розв’язку отриманого за допомогою евристики. 
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Рисунок 5.4. Вершини що належать діапазону
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Таблиця 5.2 

Порівняння точного і евристичного розв’язків задачі (2.4) – (2.5) 

n  

Точний розв’язок Евристичний розв’язок 

H

E

M

M
   

*( )EL x  EM  
ET , 

сек. 

*( )HL x  HM  HT , сек. 

10 169,2 12290 6 172 1782 0,016 0,145 0,016 

15 309,3 33990 12 319,3 4642 0,047 0,137 0,03 

20 525,2 523760 102 571,3 3817 0,062 0,007 0,08 

30 804,5 1600350 244 915,8 21540 0,5 0,013 0,14 

40 1621,1 6105360 1074 1889,2 6662 0,2 0,001 0,16 

 

Відзначимо що використання евристики із застосуванням методу гілок 

та меж дозволяє істотно знизити часові витрати на розв’язання задач великої 

розмірності при одночасній втраті в точності рішення. 

У задачах, результати розв’язання яких подано в таблиці 5.1 дисперсія 

коефіцієнтів цільової функції ( ) 7iVar c  , тому використання евристики 

дозволило отримати рішення з малою відносною похибкою при малих 

тимчасових затратах. 

Евристика з використанням методу гілок та меж була використана для 

розв’язання задач (2.4) – (2.5) розмірністю 10–100 елементів. Були проведені 

обчислювальні експерименти, спостереження за якими дозволяє зробити 

певні висновки про можливості калібрування використання обчислювальних 

витрат при реалізації методу в залежності від розмірності задачі. Для 

розв’язання задач (2.4) – (2.5) евристикою з використанням методу гілок та 

меж випадковим чином в інтервалі [–200; 200] генерувалися коефіцієнти 

функції цілі. Для кожної розмірності і для кожного рівня зупинки побудови 

дерева пошуку було проведено ~ 30 експериментів. У таблиці 5.3 наведені 

результати обчислювальних експериментів і використані наступні 

позначення: n  – розмірність задач, k  – рівень на якому зупиняється 
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розгалуження дерева, ( )AVG T  – середній час роботи алгоритму, MF – 

відсоток завдань, для яких не було отримано розв`язку. 

Таблиця 5.3 

Результати розв’язання задачі (2.4) – (2.5) методом гілок та меж з 

використанням евристики 

n  k  ( )AVG T , сек MF,% 

10 5 0,64 0 

20 
5 1,05 0 

10 1,17 0 

30 
10 1,56 0 

20 2,68 0 

40 
20 3,86 0 

30 3,84 5,4 

50 

20 3,89 3,2 

30 4,70 3,4 

40 4,46 16,7 

60 
30 5,39 3,4 

40 7,79 16,7 

70 

30 9,20 3,4 

40 7,29 12,9 

50 12,01 13,3 

80 

30 7,59 13,3 

40 22,25 20 

50 9,67 23,3 

90 

30 18,27 10 

40 9,70 13,8 

50 16,57 23,3 

60 22,21 27,6 

100 

30 16,72 9 

40 21,92 10,9 

50 32,27 13,5 

60 16,22 32,5 

 

Аналіз результатів з таблиці 5.3 дозволяє зробити ряд наступних 

висновків. Використання евристичного підходу в комплексі з методом гілок 
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та меж дозволяє розширити можливість застосування методу гілок та меж на 

задачі з більшою розмірністю. Відомо, що метод гілок та меж дозволяє 

отримувати точний розв’язок задач оптимізації, але одним з істотних його 

недоліків є експоненціальне зростання трудомісткості. В рамках даної 

роботи, застосування методу гілок та меж для отримання точного розв’язку 

задачі (2.4) – (2.5) було можливо для задач розмірності до 40. Евристичний 

підхід з використанням методу гілок та меж дозволив підвищити розмірність 

вирішуваних задач більш ніж в 2 рази, з 40 до 100. До недоліків методу, 

описаного в даній роботі необхідно віднести помилку переповнення пам'яті. 

В рамках методу гілок та меж відбувається побудова дерева пошуку, 

кількість вузлів в якому – величина, що експоненціально росте в залежності 

від рівня дерева. Дерево пошуку, в рамках розв’язання однієї задачі 

необхідно зберігати в оперативній пам'яті, так як в процесі відбувається 

постійне звернення до даних, що зберігаються в ньому. Через це при 

розв’язанні задач розмірності 40 і вище деякий відсоток задач не було 

розв’язано, томущо програма не завершувала роботу коректно, а видавала 

помилку переповнення пам'яті (java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space). 

З переповненням пам'яті так само пов'язаний немонотонне зростання 

середнього часу розв’язання задач в рамках однієї розмірності при зростанні 

рівня зупинки розгалуження. Так наприклад, при розв’язанні задачи 

розмірності 80 при зупинці розгалуження дерева пошуку на рівні 40 середній 

час розв’язання становить близько 22 секунд, а відсоток помилок 

переповнення пам'яті – 20. При збільшенні рівня зупинки розгалуження 

дерева пошуку до 50, середній час розв’язання однієї задачі істотно 

знижується, до 9 секунд при одночасному зростанні відсотка помилок 

переповнення пам'яті до 23,3. З цього зроблено висновок що при розв’язанні 

задач розмірності 80\50 більша кількість випадків потребують побудови 

великого дерева пошуку та як наслідок більшого часу роботи. І у цих 

випадках робота програми просто не завершується успішно. Але при 

наявності більших обчислювальних можливостей, або при зміні формату 
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зберігання дерева пошуку, можливо даний алгоритм дозволить отримати 

розв’язки і для задач більшої розмірності у прийнятних часових проміжках. 

При проведенні обчислювальних експериментів по застосуванню 

методу гілок та меж проявляються такі тенденції: 

1. Експоненціальне зростання трудомісткості при збільшенні 

розмірності задач. 

2. Істотна залежність трудомісткості рішення, як від способу 

розгалуження, так і від способу обчислення оцінок. 

Якщо знаходження точного розв’язку задачі з будь-яких причин 

неможливо, пропонується алгоритм побудови евристичного рішення. Його 

перевага полягає в можливості регулювання трудомісткості отримання 

результатів і їх точності за допомогою застосування різних евристичних 

правил вибору «кращих» перестановок. 

Дані алгоритми показали свою працездатність в процесі проведення 

обчислювальних експериментів. При невеликій дисперсії коефіцієнтів 

цільової функції евристичний алгоритм дозволяє отримувати рішення задачі 

з малою відносною похибкою при малих тимчасових витратах, при більшій 

дисперсії доцільніше застосовувати точний алгоритм. Запропонований 

евристичний алгоритм може бути поліпшений за допомогою нових 

евристичних правил вибору «кращих» перестановок або застосуванням 

іншого правила побудови або розгалуження дерева. 

 

5.2 Оптимізація на циклічних перестановках на основі 

властивостей транспозицій суміжності 

 

Розглянемо викладену в підрозділі 3.2.3 стратегію розв’язання задачі 

(2.1) – (2.2) оптимізації лінійних функцій на циклічних перестановках без 

додаткових обмежень з використанням транспозицій суміжності. Для 

прикладу розглянемо лінійну функцію: 

1 2 3 4 5 6 7 8( ) 9 8.4 7 5.95 3.8 11 4.5 1.1L x x x x x x x x x        ,  



139 

 

на множині циклічних перестановок, отриманих за допомогою 

породжуючої множини {1,2,3,4,5,6,7,8}A . Ця функція вже була 

оптимізована за допомогою методу гілок та меж без використання евристики, 

та було знайдено її точний розв’язок. Це перестановка 

*
1

1 2 3 4 5 6 7 8

2 3 4 5 8 1 6 7
p

 
  
 

, функція цілі у якій приймає 

значення *
1( ) 177.05L p  . 

Також в 5.1 за допомогою модифікації методу гілок та меж з 

використанням евристики було знайдено циклічну перестановку 

*
2

1 2 3 4 5 6 7 8

2 3 4 5 7 1 8 6

C
np P

 
  
 

, яку було прийнято в якості 

евристичного розв’язку. Значення функції цілі для цієї перестановки 

дорівнює *
2( ) 181.15HL p  . 

Розглянемо знаходження наближеного розв’язку даної функції за 

допомогою транспозицій суміжності. У відповідності до кроків, описаних у 

3.2.3: 

1. Маємо *
np P , таку що, 

* 1 2 3 4 5 6 7 8
min( ( ))

2 3 4 5 7 1 6 8
nx P

p L x


 
   

 
. 

2. Так як * C
np P  необхідно зробити розбиття перестановки *p , в 

твір циклів 

 

1 2 3 4 5 7 6 8
1 2 3 4 5 6 7 8

2 3 4 5 7 1 6 8
2 3 4 5 7 6 1 8

 
   

          
   

 

 

та провести підрахунок k  – кількості циклів, з яких складається 

вихідна перестановка. В даному випадку 2k  . 

3. Один з циклів перестановки *p  – це нерухома точка з елементом 

8. До того ж відмітимо що цей елемент дорівнює розмірності задачі, тобто 
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8n  , тому цей елемент перестановки може бути задіяний у транспозиції 

суміжності тільки з одним елементом 7i  . Так як 1 1k   , то з усіх 

можливих 1n   транспозицій суміжності, в цьому випадку для об'єднання 

всіх k  циклів можна використати тільки одну транспозицію суміжності 

«з'єднання», а саме *( )i p , 7i  . 

4. Кількість *( )iM p  різних перестановок, які можна породити 

за допомогою 1 1k    транспозиції суміжності *( )i p  дорівнює 1. 

5. Генеруємо *
7( )p : 

 

 

 

Таким чином 
* * *
3 7 1

1 2 3 4 5 6 7 8
( )

2 3 4 5 8 1 6 7
p p p

 
   

 
, а значення 

функції цілі * *
3 1( ) ( ) 177.05L p L p  . 

Дана стратегія була реалізована програмно, проведені обчислювальні 

експерименти. Випадковим чином в інтервалі [–200; 200] генерувалися 

коефіцієнти функції цілі задач. Експерименти проводилися в два етапи. На 

першому етапі розв’язувалось по 20 задач розмірності n  до 8 змінних, їх 

розв’язок порівнювався з розв’язками, отриманими повним перебором. В 

рамках кожної розмірності були розраховані середні значення кількості 

циклів k  в перестановці * np P  і середня потужність M  множини 

породжуваних циклічних перестановок. Середній час розв’язання задач в 

рамках кожної розмірності позначимо через ( )AVG T . Отримані результати 

наведено в таблиці 5.4. 
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Таблиця 5.4 

Наближений розв’язок задачі малої розмірності на основі властивостей 

транспозицій і порівняння з точним розв’язком 

n   Відсоток розв’язків що збіглися k  M  ( )AVG T , сек. 

3 100% 1,9 0,9 0,0018 

4 95% 2,2 1,1 0,0049 

5 95% 2,1 0,95 0,0095 

6 95% 2,2 1 0,0186 

7 85% 2,35 1,05 0,0295 

8 100% 2,85 1,3 0,0508 

 

З наведених даних зроблено наступні висновки: при малій розмірності 

задач наближені розв’язки, отримані за допомогою транспозицій 

спеціального виду, в переважній більшості випадків (85–100%) збігаються з 

точним розв’язком. З ростом розмірності задач спостерігається збільшення 

середнього значення кількості циклів, з яких складається перестановка 

* np P . При цьому завдяки дослідженням властивостей транспозицій 

спеціального виду, наведених в пункті 2.3.2, кількість циклічних 

перестановок, які можуть бути породжені з перестановки * np P  росте 

несуттєво, що в більшості випадків дозволяє отримати єдине рішення задачі, 

що збігається з точним. 

На другому етапі обчислювальних експериментів розв’язувались задачі 

більшої розмірності. Для кожної розмірності було розв’язано 20 задач з 

випадковими початковими даними. На підставі твердження 3.1 отримані 

наближені розв’язки задачі (2.1) – (2.2) були оцінені в такий спосіб. Для 

кожної задачі в рамках однієї розмірності елементи множини   були 

впорядковані по зростанню: 
1 2 ... N     і отримано значення 

1

k
i

i




 , після 

чого в рамках однієї розмірності було обчислено середнє значення цих сум: 
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1

k
i

A
i

AVG  



 
 

 
 
 . Обчислювалася різниця між мінімумом функції на 

перестановках і отриманим наближеним розв’язком задачі (2.1) – (2.2) 

( * ) ( *)CL p L p  для кожної задачі, і було знайдено середнє від усіх цих 

значень в рамках кожної розмірності:  ( * ) ( *)C
AAVG L p L p L  . 

Величини A  і AL  підкоряються наступній нерівності: A AL  , що 

підтверджується наведеними даними. Отримані результати наведено в 

таблиці 5.5. 

Таблиця 5.5 

Наближений розв’язок задач більшої розмірності на основі властивостей 

транспозицій і побудова оцінок 

n  
A  AL  k   M   ( )AVG T , сек. 

ET , сек. 

20 4,9 5,1 3,5 1,4 0,91 1,17 

30 2,6 2,7 3,4 1 2,31 2,68 

40 2,5 2,5 4,3 1 9,98 3,86 

50 1,6 1,6 3,9 1 11,54 4,70 

60 0,7 0,7 3,9 1 20,74 7,78 

70 1,2 1,2 5,6 1,3 90,75 12,01 

80 2 2,05 5,05 1,1 105,42 22,25 

100 2,8 2,8 5,8 1,1 235,77 32,27 

 

Порівняємо результати експериментів по розв’язанню задачі (2.1) – 

(2.2) наближеним методом з використанням транспозицій спеціального виду 

із евристичним підходом в комплексі з методом гілок та меж. В рамках даної 

роботи всі експерименти проводилися на одних і тих же обчислювальних 

потужностях, таким чином коректно і показово буде порівняння часу 

розв’язання задач однієї розмірності. У таблиці 5.5 наведені результати 

наближеного розв’язку задачі (2.1) – (2.2) і крім цього в останньому 
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стовпчику наведено час евристичного розв’язку задачі (2.1) – (2.2) на 

аналогічній розмірності. 

Можна відзначити що на розмірностях менше 40 час роботи 

наближеного алгоритму менше ніж час роботи евристичного, але, як було 

показано в пункті 5.1 в деяких випадках застосування евристичного 

алгоритму може бути краще, так як на розмірностях менше 40 евристичний 

алгоритм дає нульовий відсоток помилки переповнення пам'яті. При цьому 

для евристичного алгоритму на розмірностях до 40 можлива настройка 

алгоритму за допомогою зміни рівня зупинки побудови дерева, для 

отримання розв’язку близького до точного. При розв’язанні задач 

розмірності 40 і більше, час роботи наближеного алгоритму зростає істотно в 

порівнянні з часом роботи евристики, як показано на рис. 5.5. Проте 

застосування наближеного алгоритму на даних розмірностях більш ніж 

виправдано, так як цей алгоритм дозволяє отримати розв’язки задачі на будь-

яких вихідних даних, в той час як евристичний алгоритм стикається з 

проблемою переповнення пам'яті.  

 

 

Рисунок 5.5. Залежність часу виконання програми від методу 
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5.3 Оптимізація на циклічних перестановках на основі випадкового 

пошуку 

 

Викладений в пункті 3.3 метод розв’язання задачі (2.9) – (2.11) 

оптимізації лінійних функцій на циклічних перестановках з лінійними 

обмеженнями методом випадкового пошуку реалізований програмно. Для 

розв’язання допоміжної задачі оптимізації лінійних функцій на циклічних 

перестановках без додаткових обмежень реалізовані програмно метод гілок 

та меж, евристика з використанням методу гілок та меж і наближені методи 

розв'язання задачі з використанням властивостей транспозицій суміжності. 

 

5.3.1 Розв`язання допоміжної задачі методом гілок та меж 

 

Випадковим чином генерувалися вихідні дані задач: коефіцієнти 

функції цілі і обмежень. Експерименти проводилися в два етапи. На першому 

етапі розв’язувались задачі розмірності до 8 змінних комбінацією методу 

випадкового пошуку і методу гілок та меж. Отримані результати 

порівнювалися з розв’язками, отриманими методом повного перебору. 

Випадковим чином генерувалися коефіцієнти двох лінійних обмежень, і 

коефіцієнти цільової функції. 

Наведемо приклад роботи алгоритму. На рис. 5.6 зображений 

багатогранник перестановок. Червоним кольором відзначені вершини 

багатогранника перестановок, відповідні циклічним перестановкам. Так само 

на рис. 5.6 виділена область, описувана додатковими обмеженнями виду 

(2.16). 

В рамках першої серії випробувань в межах області, описаної 

обмеженнями (2.16) генеруються 10 експериментальних точок. Точки, 

згенеровані в першій серії експериментів наведені на рис. 5.7. 
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Рисунок 5.6. Геометрична інтерпретація задачі виду (2.16) – (2.18) 

 

 

Рисунок 5.7. Перша серія з 10 експериментальних точок 

 

Для кожної з експериментальних точок розв’язується допоміжна задача 

виду (3.2), таким чином отримуємо 
ix – перше наближення до розв’язку. 

Точка 
ix x , приймається поточним наближенням до розв’язку задачі (2.13) 

– (2.16). Поточне наближення до розв’язку виділено на рис. 5.8. 
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Рисунок 5.8. Поточне наближення до розв’язку задачі (2.13) – (2.16). 

 

Приймаємо 

1

( )
n

i i
i

L x x


  – верхньою оцінкою розв’язку задачі (2.13) – 

(2.16). До системи обмежень виду (2.16) додаємо лінійну нерівність виду 

(3.3), що призводить до скорочення області, описуваної системою 

нерівностей. Нова область приведена на рис. 5.9. 

 

 

Рисунок 5.9. Нова система лінійних обмежень. 
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Переходимо до другої серії випробувань. На рис. 5.10 зеленим 

кольором виділені 10 експериментальних точок, згенерованих в рамках 

другої серії. 

 

 

Рисунок 5.10. Друга серія випробувань 

 

Для кожної з експериментальних точок розв’язується допоміжна задача 

виду (3.2). Таким чином знаходимо 
ix – нове наближення до розв’язку. Воно 

порівнюється з x  – попереднім наближенням до розв’язку задачі (2.13) – 

(2.16) і в разі, якщо в точці 
ix  функція цілі приймає значення краще, ніж в 

попередніх випробуваннях, вважаємо 
ix  новим наближенням до розв’язку 

задачі (2.13) – (2.16). 

У програмній реалізації алгоритму для знаходження розв’язку 

використовувалося кількість серій, що дорівнює 5, кожна серія складалася з 

10 експериментальних точок. Розраховувалася середня відносна похибка 

( )AVG   для задач, в яких результати розв’язання розробленим методом та 

методом повного перебору не збігаються. Отримані результати наведено в 

таблиці 5.6. 
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Таблиця 5.6 

Розв’язання задач малої розмірності на циклічних перестановках на 

основі випадкового пошуку 

n  Відсоток розв’язків що збіглися ( )AVG   ( )AVG T , сек. 

3 100% 0 0,14 

4 50% 0,077 0,269 

5 30% 0,128 0,439 

6 40% 0,072 0,734 

7 30% 0,084 1,527 

8 0% 0,134 3,402 

 

На другому етапі розв’язувалися задачі більшої розмірності. У таких 

задачах для отримання нижньої оцінки мінімуму обчислювалася дві оцінки 

[1] такого виду: 

 

1
Est Rnd

E
Rnd


 , 

 

2
Est Rnd

E
Est


 , 

 

де Est  – мінімум функції цілі на циклічних перестановках без 

урахування лінійних обмежень; Rnd – результат розв’язку задачі методом 

випадкового пошуку. Результати відповідних обчислювальних експериментів 

наведені в таблиці 5.7. 

Для задач розмірності вище 15 допоміжна задача (3.2) розв’язувалась за 

допомогою евристики з використанням методу гілок та меж. Для кожної 

розмірності задачі зазначений рівень дерева k , на якому зупинявся процес 

розгалуження. 
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Таблиця 5.7 

Розв’язання задач більшої розмірності на циклічних перестановках на 

основі випадкового пошуку 

n  k   Кількість задач 
1( )AVG E   2( )AVG E  ( )AVG T , сек. 

15 10 10 0,256 0,255 18,19 

20 15 10 0,127 0,122 225,9 

25 15 3 1,716 0,44 809,17 

 

Для розв’язання задач, результати яких наведено в таблицях 5.6 і 5.7 

використовувалося кількість серій рівна 5, в кожній із серій проводилося по 

10 експериментів. Таким чином, для розв’язання одної задачі пошуку 

мінімуму лінійної функції на множині циклічних перестановок з 

обмеженнями необхідно було розв’язати 50 допоміжних задач. Для 

скорочення часових і технічних ресурсів, необхідних для розв’язання однієї 

задачі були проведені експерименти, в яких кількість серій експериментів 

було зменшено до 2, а в кожній серії проводилося по 15 експериментів. 

Результати наведено в таблиці 5.8. 

Таблиця 5.8 

Розв’язання задач з меншою кількістю експериментів 

n  k  Кількість задач 
1( )AVG E  2( )AVG E  ( )AVG T , сек. 

25 15 7 0,1652 0,203 821,14 

30 15 3 0,227 0,308 1805,86 

35 15 1 0,219 0,2819 11215,516 

40 20 1 0,305 0,379 33112,95 

 

Так само були проведені експерименти по оцінці ефективності 

використання паралельних обчислень при розв’язанні задачі (2.13) – (2.16). 

Реальним прискоренням паралельного алгоритму буде ставлення часу 

виконання кращого послідовного алгоритму до часу виконання паралельного 
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алгоритму: 
1

p

T
S

T
 , де 1T  – час виконання послідовного алгоритму, pT  – час 

виконання на p  процесорах, що наведено на рис. 5.11. Для оцінки 

масштабованості паралельного алгоритму використовується поняття 

коефіцієнта ефективності розпаралелювання: 
S

E
p

  [235], що наведено в 

таблиці 5.9. 

Таблиця 5.9 

Результати використання паралельних обчислень 

n  1T , сек. 4pT T , сек. 1

p

T
S

T
  

S
E

p
  

15 493,7 281,5 1,75 0,4375 

20 4782,9 3297,5 1,45 0,3625 

25 62559,9 31688,3 1,97 0,4925 

 

 

Рисунок 5.11. Залежність часу виконання програми від кількості паралельних 

потоків обчислення 
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Відзначимо, що реальне прискорення, отримане завдяки використанню 

паралельних обчислень, більше, ніж теоретична оцінка за законом Амдала. 

Це пов'язано з неточною грубої оцінкою f . 

 

5.3.2 Розв’язання допоміжної задачі за допомогою транспозицій 

суміжності 

 

Випадковим чином генерувалися вхідні дані задач: коефіцієнти функції 

цілі і обмежень, породжуючі елементи комбінаторної множини.  

Експерименти проводилися в два етапи. На першому етапі 

розв’язувались задачі до 8 змінних, модифікацією методу випадкового 

пошуку при якій допоміжна задача розв’язувалась за допомогою 

транспозицій породжуючих елементів. Отримані наближені розв’язки задачі 

(2.13) – (2.16) порівнювалися з розв’язками, отриманими повним перебором. 

Випадковим чином генерувалися коефіцієнти двох лінійних обмежень, і 

коефіцієнти цільової функції. Коефіцієнти цільової функції генерувалися в 

інтервалі [–200,200]. 

У таблиці 5.9 використовуються наступні умовні позначення: 

n  – розмірність задач, ( )AVG   – середнє значення відносної похибки 

* *

*

( )

( )

E

E

L x L

L x


   для задач, в яких розв’язок *( )EL x  – отриманий за 

допомогою транспозицій суміжності і розв’язок 
*L  – отриманий методом 

повного перебору не збігаються, ( )AVG T – середній час роботи програми. 

Отримані результати наведено в таблиці 5.9. 
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Таблиця 5.9 

Розв’язання задач розмірності менше 8 на циклічних перестановках на 

основі випадкового пошуку і транспозицій суміжності 

n  Відсоток розв’язків що збіглися ( )AVG   ( )AVG T , сек. 

3 90% 0,125 0,173 

4 100% 0 0,331 

5 90% 0,750 0,989 

6 100% 0 1,326 

7 50% 0,714 3,512 

8 50% 0,833 4,898 

 

На другому етапі розв’язувались задачі більшої розмірності. У таких 

задачах для отримання нижньої оцінки мінімуму обчислювалася дві оцінки 

виду: 

 

1
Est Rnd

E
Rnd


 , 

 

2
Est Rnd

E
Est


 , 

 

де Est  – мінімум функції цілі на циклічних перестановках без 

урахування лінійних обмежень; Rnd – результат розв’язку задачі методом 

випадкового пошуку в комбінації з використанням транспозицій суміжності. 

Результати відповідних обчислювальних експериментів наведені в таблиці 

5.10. Для розмірності вище 15 було розв’язано k  задач з випадковими 

вхідними даними. 
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Таблиця 5.10 

Розв’язання задач розмірності більше 8 на циклічних перестановках на 

основі випадкового пошуку і транспозицій суміжності 

n  k  
1( )AVG E  2( )AVG E  ( )AVG T , сек. 

15 10 0,259 0,369 15,24 

20 10 0,454 1,571 48,86 

30 5 0,379 0,718 163,9 

 

Відзначимо, що з ростом розмірності задачі при фіксованій кількості 

експериментів характеристики отриманого розв’язку погіршуються. 

Підвищення точності можна досягти шляхом збільшення кількості серій і 

числа експериментів в кожній серії. 

Слід зазначити, що метод випадкового пошуку в комбінації з методом 

гілок та меж при поточних обчислювальних потужностях не дозволяє 

розв’язувати задачі розмірності більше 30, чого не можна сказати про 

модифікацію методу випадкового пошуку в комбінації з транспозиціями 

суміжності. Результати розв’язання задач відповідних розмірностей наведено 

в таблиці 5.11. 

Таблиця 5.11 

Розв’язання окремих задач на циклічних перестановках на основі 

випадкового пошуку і транспозицій суміжності 

n  k  1( )AVG E  2( )AVG E  ( )AVG T , сек. 

35 2 1,602 2,661 143,5 

40 1 0,278 0,385 896,9 

45 1 0,891 8,203 325,6 
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5.3.3 Порівняння методів розв’язання допоміжної задачі 

 

Проведемо порівняння результатів обчислювальних експериментів по 

застосуванню методу випадкового пошуку в комбінації з методом гілок та 

меж ( ВП МГМ ) з результатами застосування методу випадкового пошуку 

в комбінації з використанням транспозицій суміжності ( ВП ТС ) для 

розв’язання задачі (2.9) – (2.11). Результати наведено в таблиці 5.12. 

Таблиця 5.12 

Порівняння результатів розв’язання задач розмірності менше 8 

n  
ВП МГМ   ВП ТС   

( )AVG   ( )AVG T , сек. ( )AVG   ( )AVG T , сек.  

3 0 0,14 0,125 0,173 

4 0,077 0,269 0 0,331 

5 0,128 0,439 0,750 0,989 

6 0,072 0,734 0 1,326 

7 0,084 1,527 0,714 3,512 

8 0,134 3,402 0,833 4,898 

 

Зобразимо графічно середній час отримання розв’язку для різних 

методів при розв’язанні задач розмірності менше 8. 

Виходячи з результатів, наведених в таблиці 5.12 та на рис. 5.12, 5.13 

можна зробити висновок що задачі оптимізації лінійної функції з 

додатковими обмеженнями на множині циклічних перестановок на 

розмірностях менше 8 краще розв’язувати методом випадкового пошуку в 

комбінації з методом гілок та меж. У такому випадку при незначному 

зростанні часу обчислень спостерігається так само незначне зростання 

похибки. У той час як застосування методу випадкового пошуку з 
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використанням транспозицій суміжності показує значно більшу відносну 

похибку (в 8–10 разів) при більшому часі, витраченому на обчислення. 

 

 

Рисунок 5.12. Залежність середнього часу отримання розв’язку різними 

методами для розмірностей менше 8 

 

 

Рисунок 5.13. Залежність середньої похибки розв’язку різними методами у 

порівнянні з точним розв’язком для розмірностей менше 8 

 

Порівняльна оцінка результатів, отриманих методом випадкового 

пошуку в комбінації з методом гілок та меж зі значеннями, отриманими 
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модифікацією методу випадкового пошуку на основі властивостей 

транспозицій на розмірностях більше 15 наведена в таблиці 5.13. 

Таблиця 5.13 

Порівняння результатів розв’язання задач розмірності більше 15 

n  
ВП МГМ   ВП ТС   

1( )AVG E  2( )AVG E  ( )AVG T ,сек. 1( )AVG E  2( )AVG E  ( )AVG T ,сек. 

15 0,256 0,255 18,19 0,259 0,369 15,24 

20 0,127 0,122 225,9 0,454 1,571 48,86 

30 0,227 0,308 1805,86 0,379 0,718 163,9 

 

Для зручності також зобразимо результаті з таблиці 5.13 у вигляді 

порівняльних графіків на рис. 5.14. 

 

 

Рисунок 5.14. Залежність середнього значення оцінки 1Е  для методів 

ВП+МГМ та ВП+ТС 

 

Виходячи з результатів, наведених в таблицях 5.12 – 5.13 та на рис. 5.14 

–5.16, зроблено висновок, що на малих розмірностях відносна похибка і 

середній час розв’язання задачі оптимізації лінійної функції з додатковими 

обмеженнями на множині циклічних перестановок модифікацією методу 
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випадкового пошуку на основі властивостей транспозицій більше, ніж 

комбінацією методу випадкового пошуку і методу гілок і меж. 

 

Рисунок 5.15. Залежність середнього значення оцінки 2Е  для методів 

ВП+МГМ та ВП+ТС. 

 

 

Рисунок 5.16. Залежність середнього часу роботи для методів ВП+МГМ та 

ВП+ТС. 

 

На завданнях більшої розмірності, слід зазначити, протилежний 

результат. Це пов'язано з тим, що застосування методу гілок та меж 
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призводить до експоненціального зростання трудомісткості при збільшенні 

розмірності задачі. Крім того, спостерігається істотна залежність 

трудомісткості рішення, як від способу розгалуження, так і від способу 

обчислення оцінок. 

 

5.4 Генерація циклічних перестановок на основі транспозицій 

суміжності 

 

Розглянемо приклад роботи алгоритму генерації циклічних 

перестановок з використанням транспозицій спеціального виду, описаного в 

пункті 3.4. В якості стартової виберемо циклічну перестановку: 

1 5 2 6 4 3
1 2 3 4 5 6

5 6 1 3 2 4
5 2 6 4 3 1

p

 
   

          
   

 

. 

Проведемо дослідження даної перестановки для елементів ,i j , 

{3,..., 1}i n  , {1,... 2}j i  . Знайдемо всі такі пари елементів ,i j , для яких 

тип перестановки I або II: 

4, 1i j  та 5, 2i j   тип I; 4, 2i j  та 5, 1i j   тип II. 

Чотири набори елементів відповідають типам, яке зберігає циклічність, 

отже, в даному випадку 4m  . Тоді для вихідної перестановки кількість 

різних перестановок, які можливо отримати в результаті двох транспозицій, 

дорівнюватиме: ( 2) ( 2) 4 (6 2) 4 8n m n         . 

Продемонструємо отримання циклічних перестановок з вихідної 

перестановки за допомогою двох транспозицій елементів, розташування яких 

в перестановці відповідає типам I і II. Як приклад розглянемо пару елементів 

4i  , 1j  . Для трьох інших пар транспозиції здійснюються аналогічно з 

використанням відповідних елементів. 
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Далі розглянемо отримання ( 2)n   циклічних перестановки, в 

результаті двох транспозицій з використанням трьох елементів. Так як не 

відомо, який саме порядок застосування транспозицій призводить до 

циклічної перестановки, відповідно необхідно перевіряти попарно всі набори 

елементів. Зробимо порівняння послідовності транспозицій з елементами 

1, 2i j   і транспозицій з елементами 2i  , 1j  . Порівняння для інших пар 

проводяться аналогічно. 
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Крім побудованих двох циклічних перестановок аналогічним шляхом з 

вихідної циклічної перестановки можуть бути отримані ще шість різних 

циклічних перестановок: 
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Даний приклад генерації циклічних перестановок схематично 

зображено на рис. 5.17. У центі знаходиться стартова перестановка. Кожна 

стрілка переходу від однієї перестановки до іншої підписана, відповідно до 

того, які елементи задіяні у відповідній транспозиції суміжності. З множини 

перестановок, отриманих в результаті застосування до стартової 

перестановки двох транспозицій суміжності з використанням різних 

елементів, виділені циклічні перестановки. Їх кількість відповідає наведеній 

оцінці. При необхідності і наявності відповідних обчислювальних 

потужностей алгоритм генерації циклічних перестановок може бути 

продовжений. Застосування до кожної з восьми згенерованих циклічних 

перестановок аналогічних кроків алгоритму, описаного в пункті 3.4. 
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Рисунок 5.17. Приклад генерації циклічних перестановок з використанням транспозицій суміжності
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5.5 Висновки до п'ятого розділу 

 

Даний розділ присвячений результатам розв’язання задач 

комбінаторної оптимізації на циклічних перестановках, описаних в розділі 2. 

Методи розв’язання задач, описані в розділі 3 реалізовані програмно, 

проведені обчислювальні експерименти, результати яких відображені у 

відповідних підрозділах даного розділу. 

У підпункті 5.1 описані результати розв’язання задач комбінаторної 

оптимізації на множині циклічних перестановок з використанням методу 

гілок та меж. Описано проблеми, що виникають при проведенні 

обчислювальних експериментів по застосуванню методу гілок та меж, 

пов'язані з ростом навантаження на CPU при збільшенні розмірностей задач. 

Відзначено що навантаження обчислювальних потужностей істотно залежить 

від способу розгалуження в методі гілок та меж і від способу обчислення 

оцінок. 

Для розв’язання цих проблем пропонується алгоритм побудови 

евристичного розв’язку. Його перевага полягає в можливості регулювання 

навантаження на CPU за допомогою застосування різних евристик. 

Подальша розробка запропонованих алгоритмів є актуальною. 

Перспективними напрямками для їх поліпшення є пошук альтернативних 

евристик, застосування альтернативних правил розгалуження дерева і 

побудови оцінок. 

Підпункт 5.2 описує результати обчислювальних експериментів по 

реалізації алгоритму, описаного в 3.2.3. При розв’язанні задач малої 

розмірності 8n  , розв’язки отримані за допомогою транспозицій 

спеціального виду порівнювалися з точним розв’язком отриманим методом 

повного перебору. У випадках малої розмірності відсоток задач, для яких 

наближений розв’язок співпадав з точним коливається в межах 85–100%. При 

цьому час роботи наближеного алгоритму, запропонованого в даній роботі є 
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суттєво меншим за час роботи методом повного перебору і методом гілок та 

меж. 

При розв’язанні задач більшої розмірності обчислювальні 

експерименти підтвердили вірність оцінки знизу, описаної в пункті 3.1. 

Відзначимо що, не дивлячись на зростання середньої кількості циклів в 

перестановці * np P , твердження, доведені в розділі 2 дозволяють знизити 

потужність множини породжуваних циклічних перестановок до однієї 

циклічної перестановки. 

Підпункт 5.3 присвячений результатам розв’язання задач 

комбінаторної оптимізації з лінійною цільовою функцією і лінійними 

обмеженнями на множині циклічних перестановок. Програмна реалізація 

методу, описаного в розділі 3, що використовує схему випадкового пошуку, 

властивості циклічних перестановок, занурених в евклідів простір і 

аналітичний розв’язок систем лінійних нерівностей, що описують обмеження 

задачі, показала свою ефективність. 

Розв’язання допоміжної задачі комбінаторної оптимізації на множині 

циклічних перестановок без обмежень виконано з використанням методу 

гілок та меж. Для розв’язання проблем, пов'язаних з трудомісткістю 

розв’язання задач комбінаторної оптимізації запропонованим методом, були 

задіяні такі модифікації методу: 

– модифікація з пошуком евристичного розв’язку допоміжної задачі 

про знаходження мінімуму норми різниці; 

– модифікація з паралельним обчисленням допоміжної задачі для 

декількох точок з допустимої області. 

Застосування модифікацій дозволяє знизити обчислювальні витрати 

при розв’язанні задач більшої розмірності. Ефективність запропонованих 

удосконалень продемонстрована проведеними обчислювальними 

експериментами. 

У пункті 5.3 розглянуто результати обчислювальних експериментів із 

застосуванням третьої модифікації, при якій для допоміжної задачі 
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наближений розв’язок знаходиться на підставі властивостей транспозицій 

породжуючих елементів в перестановках і особливостей комбинаторної 

множини перестановок. 

З результатів обчислювальних експериментів можна зробити 

висновок що розв’язок задачі оптимізації лінійної функції на множині 

циклічних перестановок за допомогою модифікації методу випадкового 

пошуку на основі властивостей транспозицій породжуючих елементів 

вигідно застосовувати для розв’язання задач розмірності 15n  . У такому 

випадку витрати часу на пошук розв’язку істотно нижче ніж при 

використанні комбінації методу випадкового пошуку і методу гілок та меж. 

А відносна похибка істотно не відрізняється. Модифікація методу 

випадкового пошуку на основі властивостей транспозицій суміжності при 

розв’язанні задач розмірності 30n   дозволяє отримати деяке наближене 

рішення, в той час як використання методу гілок та меж для розв’язання 

допоміжної задачі при наявних обчислювальних потужностях не дає змоги 

отримати розв’язання задач такої розмірності. 

У підпункті 5.4 наведено приклад роботи алгоритму генерації 

циклічних перестановок з використанням транспозицій спеціального виду. 
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ВИСНОВКИ 

 

У дисертаційній роботі досліджено моделі та методи комбінаторної 

оптимізації на циклічних перестановках: вивчено властивості циклічних 

перестановок, розвинуто та запропоновано методи розв’язання задач 

оптимізації на циклічних перестановках, серед яких задачі транспортної 

маршрутизації. 

1. Проведено аналіз публікацій, присвячених розв’язанню задач 

комбінаторної оптимізації на множині перестановок та її підмножинах, 

зокрема, на множині циклічних перестановок. На підставі аналізу зроблено 

такі висновки: 

– розвиток моделей і методів комбінаторної оптимізації, що 

використовують властивості множини циклічних перестановок, є 

актуальною задачею; 

– використання властивостей циклічних перестановок при їх 

відображенні в евклідів простір дозволить підвищити ефективність 

методів комбінаторної оптимізації та генерації для задач на 

циклічних перестановках; 

– використання властивостей циклічних перестановок при розв’язанні 

задач комбінаторної оптимізації за допомогою теорії циклічних 

трансферів дозволить розширити класс розв’язуваних задач, 

зокрема, на задачі транспортної маршрутизації. 

2. Побудовано математичні моделі задач оптимізації лінійних 

функцій на множині циклічних перестановок при наявності та за відсутності 

додаткових обмежень. 

3. Здійснено відображення множини циклічних перестановок в 

евклідів простір та виділено множину відповідних вершин перестановочного 

багатогранника. Продовжено дослідження спеціального класу транспозицій 

для перестановок, що відповідають суміжним вершинам перестановочного 
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багатогранника (транспозицій суміжності). Отримано нові властивості 

транспозицій суміжності та їх композицій, як біективних відображень. 

4. Досліджено властивості циклічної структури перестановок: 

запропоновано класифікацію циклічних перестановок в залежності від 

послідовності елементів у циклі; застосовано транспозиції суміжності та їх 

суперпозиції до довільних та циклічних перестановок, завдяки чому 

досліджено циклічну структуру суміжних вершин перестановочного 

багатогранника. Запропоновано використання транспозицій суміжності для 

генерації перестановок з різною циклічною структурою. Оцінено кількість 

згенерованих перестановок в залежності від виду композиції транспозицій 

суміжності. 

5. Запропоновано методи розв’язання задач оптимізації лінійних 

функцій на множині циклічних перестановок, зокрема, з додатковими 

лінійними обмеженнями, які базуються на досліджених властивостях 

транспозицій суміжності. Розроблено підходи на основі комбінацій методу 

гілок та меж, евристики, випадкового пошуку, в тому числі, із використанням 

транспозицій суміжності. 

6. Розроблено модифікацію методу комбінаторної оптимізації на 

основі циклічних трансферів в частині генерації циклічних трансферів 

від’ємної вартості за допомогою множини циклічних перестановок, у 

випадках, коли побудова допоміжного графу неможлива. Розроблену 

модифікацію застосовано для покращення розв’язків задач транспортної 

маршрутизації, отриманих за допомогою евристики, зокрема, задачі вивозу і 

доставки (Pickup and Delivery Problem). 

7. Для розв’язання задач, досліджених в роботі, розроблено 

програмне забезпечення, що реалізує запропоновані моделі та методи 

комбінаторної оптимізації та здійснено обчислювальні експерименти. 

8. Аналіз результатів обчислювальних експериментів з оптимізації 

лінійних функцій без додаткових обмежень на множині циклічних 
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перестановок показали що евристичний підхід в комплексі з методом гілок та 

меж дозволяє збільшити розмірність розв’язуваних задач. 

Застосування методу оптимізації за допомогою транспозицій 

суміжності, завдяки дослідженням властивостей транспозицій суміжності, 

проведених в роботі, дозволяє в більшості випадків отримати наближений 

розв’язок задачі, що збігається з точним. 

Розроблені методі розв’язання задачі оптимізації лінійної функцій на 

циклічних перестановках дозволяє, в залежності від особливостей задачі, 

обирати оптимальний баланс між точністю розв’язку, використанням 

обчіслювальних можливостей та часом роботи алгоритму при розв’язанні 

більш складних задач комбінаторної оптимізації, в рамках яких знаходження 

мінімуму лінійної функції є лише допоміжною задачею що розв’язуеться 

багато разів. 

Альтернативна стратегія формування циклічних трансферів від’ємної 

вартості, заснована на властивостях множини циклічних перестановок, 

дозволила покращіти розв’язки задачі One–to–One Pickup and Delivery 

Problem з 3D обмеженнями на завантаження на 5-9%. 

9. Практичне значення результатів роботи підтверджується їх 

впровадженням в держбюджетні наукові дослідження, у виробництво та в 

навчальний процес Харківського національного університету 

радіоелектроніки, про що свідчать відповідні акти. 

10. Можливі напрями продовження досліджень за тематикою 

дисертації: 

– пошук альтернативних евристик та застосування альтернативних 

правил розгалуження дерева і побудови оцінок в комбінації методу 

гілок та меж з евристикою, що мають меншу обчислювальну 

складність порівняно із запропонованими у даній роботі; 

– використання властивостей транспозицій суміжності для 

подальшого дослідження циклічної структури перестановок та 
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використання іх для розробки нових методів розв’язання задач 

опимізації на перестановках із заданою циклічною структурою; 

– створення більш ефективних методів розв’язання різних задач 

комбінаторної оптимізації, грунтуючись на застосуванні 

альтернативної стратегії формування циклічних трансферів 

від’ємної вартості, за допомогою властивостей множини циклічних 

перестановок. 
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